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内 容 提 要 

本 书 内 容 全 面 结合 《全 日 制 义 务 教育 数学 课程 标准 》 和 《普通 高 中 数学 课程 标准 ) 的 要 求 ， 
力求 适应 新 世纪 高 等 师范 院 校 数学 教育 教学 改革 的 需要 。 全 书 共 分 5 章 , 内 容 包括 :漫谈 初等 
几何 的 发 展 ,平面 几何 问题 平面 向 量 、 立 体 几 何 、 简 单 的 球面 几何 。 本 书 在 阐述 理论 内 容 的 同 
时 ,结合 中 学 教学 内 容 ,特别 是 近 几 年 高 考 各 种 竞赛 试题 等 ,给 出 具体 的 例子 ,并 作 了 详细 地 分 
析 解答。 

本 书 既 可 作为 高 等 师范 院 校 数 学 教育 专业 本 科 专科 《初等 几何 研究 》 的 教材 ,也 可 作为 中 
学 数学 教师 继续 教育 以 及 其 他 各 级 .各 类 数学 教育 教学 工作 者 的 教学 科研 参考 书 。 
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【前 言 】 


《初等 几何 研究 》 是 高 等 师范 院 校 数 学 教育 专业 必 选 课程 。2003 年 4 月 ,教育 
部 颁发 了 《普通 高 中 教学 课程 标准 (实验 )》, 明 确 界定 了 高 、 初 中 数学 课程 的 教学 
内 容 ,为 新 一 轮 高 、 初 中 数学 课程 的 改革 指明 了 方向 。 作 为 基础 教育 课程 改革 的 重 
要 一 环 , 高 ,初中 课程 改革 从 2004 年 开始 ,在 广东 、 江 苏 、 辽 宁 、 天 津 、 浙 江 \ 福 建 \ 宁 
夏 等 地 率先 进行 ;江苏 、 辽 宁 、 天 津 . 浙 江 、 福 建 和 安徽 陆续 进入 。2005 年 初 ,教育 
部 颁发 了 《教育 部 关于 加 强 对 普通 高 中 新 课程 实验 工作 的 指导 意见 》(2005 ) ,至 
2006 年 实验 省 份 扩大 到 10 个 ,形成 了 “东部 联 片 推动 "的 态势 。 云 南 省 虽然 起 步 
较 晚 ,但 也 于 2009 年 开始 实施 高 中 新 课 标 。 为 了 使 高 等 师范 院 校 所 使 用 的 《初等 
几何 研究 ) 教 材 适应 《全 日 制 义务 教育 数学 课程 标准 》 及 《普通 高 中 数学 课程 标准 》 
的 要 求 ,为 高 等 师范 院 校 学 生 未 来 走向 教学 岗位 时 可 以 适应 当今 中 学 数学 教学 的 
要 求 打下 坚实 的 基础 , 特 编写 此 教材 。 

通过 对 老 教材 与 新 课 标 的 系统 研究 ,本 教材 具有 如 下 特色 : 

1. 对 初等 几何 研究 的 内 容 进行 了 新 的 定位 。 

2. 与 当今 现行 中 学 几何 内 容 相 对 接 。 

3. 增加 了 "平面 向 量 及 其 应 用 、 空 间 向 量 及 其 应 用 ,空间 几何 体 的 三 视图 "等 
中 学 中 的 重要 内 容 , 强 调 三 维 空间 与 人 类 生存 的 现实 空间 的 联系 。 

4. 加 强 了 变换 和 坐标 方面 的 知识 。 

5. 重点 培养 学 生 解 决 初等 几何 问题 的 能 力 。 

6. 从 学 生 的 认识 规律 出 发 ,减少 大 量 较 难 的 几何 证 明 题 ,淡化 几何 证 明 的 技 
巧 ,降低 论证 过 程 形 式 化 的 要 求 和 证 明 的 难度 ,将 次 辑 证 明 的 重点 放 在 体会 证 明 的 
必要 性 、 理 解 证 明 的 基本 过 程 、 掌 握 用 综合 法 证 明 的 格式 以 及 初步 感受 公理 化 思想 
上 ,加 强 合 情 推 理 , 强 调 几 何 直观 与 理性 精神 。 

7. 力求 适应 《全 日 制 义务 教育 数学 课程 标准 》 和 《普通 高 中 数学 课程 标准 》 的 
要 求 ,所 弃 将 几何 论证 作为 重点 和 片面 追求 纯粹 几何 证 明 的 技巧 与 难度 ,注意 用 其 
他 变换 方法 来 证 题 ; 对 于 几何 论证 部 分 按 论证 方法 来 分 类 。 

8. 重视 解析 几何 法 、 面 积 法 ,强调 知识 与 技能 、 过 程 与 方法 、 情 感 态度 与 价值 观 
“三 维 "目标 达成 的 要 求 , 以 提高 学 生 走 向 教学 岗位 后 的 适应 能 力 为 目的 。 

本 书 既 可 作为 高 等 师范 院 校 数学 教育 专业 本 科 、 专 科 《 初 等 几何 研究 》 的 教 
材 , 也 可 作为 中 学 数学 教师 继续 教育 以 及 其 他 各 级 、 各 类 数学 教育 教学 工作 者 的 教 
学 科研 参考 书 。 
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Alat 漫谈 初等 几何 的 发 展 


1.1 初等 几何 的 发 展 史 


几何 学 是 一 门 古老 而 实用 的 科学 ,是 自然 科学 的 重要 组 成 部 分 . 在 数学 史上 ， 
几何 学 的 确立 和 统一 经 历 了 两 千 多 年 , 儿 百 位 数学 家 为 此 作出 了 不 懈 的 努力 . 
几何 学 的 发 展 历经 4 个 基本 阶段 : 


1.1.1 经 验 事 实 的 积累 和 初步 整理 阶段 


几何 学 是 从 制造 器 严 测量 容器 .丈量 土地 等 实际 问题 中 产生 和 发 起 来 的 . 

早 在 几 十 万 年 以 前 , 当 原始 人 类 为 了 采集 食物 而 用 石 块 制作 简单 的 武器 和 工 
具 时 ,就 已 经 开始 出 现形 的 观念 . 这 些 石器 往往 被 做 成 较为 规则 的 几何 形状 ,反映 
出 当时 人 们 的 头脑 中 已 初步 确立 了 一 些 几 何 图 形 的 形象 . 例如 ,在 北京 西南 周口 店 
的 猿人 遗址 中 ,发 现 了 五 十 万 年 前 制作 的 石器 ,其 中 的 石 刀 、 石 短 等 每 一 个 面 都 近 
似 平面 , 尖 状 器 的 尖 角 近似 于 锥 体 . 在 山西 省 圳 汾 县 丁 村 发 现 了 几 万 年 前 原始 人 用 
石 块 制 成 的 球形 工具 . 原始 人 类 还 知道 如 何 美化 生活 ,创造 了 石像 和 绘画 等 艺术 形 
A. 在 法 国 和 西班牙 发 现 了 一 万 五 千年 前 的 地 穴 里 的 绘画 . 原始 艺术 的 出 现 ,反映 
出 人 们 已 能 把 简单 的 图 形 组 合成 复杂 的 形状 ,来 表达 某 种 内 容 , 获 得 美的 享受 . 

大 约 在 一 万 年 以 前 ,覆盖 在 欧 亚 大 陆 的 冰 块 开始 融化 ,地 面 露出 大 片 森林 和 沙 
漠 , 以 打猎 和 捕 鱼 为 生 的 流动 人 群 , 大 部 分 定居 务农 ,开始 了 新 石器 时 代 , 出 现 了 陶 
器 ,木器 和 纺织 品 ,发 明了 轮子 .产品 的 几何 形状 更 加 准确 和 精致 ,并且 常 用 各 种 几 
何 形状 图 案 加 以 装饰 . 产品 的 形状 和 装饰 图 案 倾向 于 对 称 , 很 多 陶器 做 成 旋转 体 的 
形状 ,在 装饰 图 案 中 出 现 乎 行 线 、 相 交 线 .垂直 线 ,甚至 还 有 球面 上 的 大 圆 ,以 及 全 
等 三 角形 和 相似 形 . 

生产 的 进一步 发 展 ,使 人 们 不 仅 关心 物体 的 形状 ,而 且 对 大 小 有 具体 的 要 求 ， 
这 就 需要 测量 长 度 和 容积 ,丈量 土地 ,并 且 进 行 有 关 的 计算 ,于 是 就 出 现 了 一 些 可 
直接 应 用 于 计算 的 几何 公式 和 定理 .但 是 在 这 些 公式 和 定理 开始 出 现时 ,往往 不 是 
像 我 们 现在 这 样 作为 重要 内 容 单 独 列 出 来 ,而 多 半 是 隐 含 在 一 些 具体 计算 问题 的 
解答 过 程 中 , 靠 我 们 去 仔细 揣摩. 


= @r= = = 


古代 埃及 人 把 数学 资料 用 墨水 写 在 很 薄 的 草 片上 ,现在 英国 的 博物 馆 和 俄 罗 
斯 的 莫斯科 分 别 收藏 了 一 批 这 样 的 草 片 ,都 是 公元 前 1700 年 前 后 埃及 人 写成 的 ， 
上 面 记载 着 一 些 数 学 问题 和 他 们 的 解答 . 通过 分 析 解 答 过 程 , 可 以 推断 出 当时 是 依 
据 什么 法 则 进行 计算 的 . 例如 , 草 片 上 记载 着 一 个 求 棱 台 体积 的 问题 ,大 意 为 : 若 
有 人 告诉 你 说 :有 一 楼台 ,高 为 6, 底 为 4, 项 为 2. 你 就 要 取 4 的 平方 ,得 结果 为 16. 
你 要 把 它 加 倍 , 得 结果 为 8. 你 要 取 2 的 平方 ,得 4. 你 要 把 16,8 和 4 加 起 来 ,得 28. 
你 要 取 6 的 三 分 之 一 ,得 2. 你 取 28 的 2 倍 ,得 56. 你 看 , 它 等 于 56. 你 可 以 知道 它 


是 对 的 .这 段 文字 叙述 ,如 果 改 用 现在 的 数学 符号 ,可 以 简洁 地 表达 成 y= 地 (a + 


og+ 久 ) .其 中 了 是 四 棱 台 的 体积 , 棱 台 的 两 个 底面 是 边 长 为 Wb WEDE, RA 
的 高 为 h, 在 本 题 中 hh=6,a =4,b =2, 这 是 一 个 完全 正确 的 公式 . 现在 的 中 学 生 在 
高 中 阶段 才学 习 棱 台 的 体积 ,但 是 在 历史 上 , 棱 台 的 体积 计算 却 成 为 最 早 见 于 文字 
记载 的 几何 内 容 之 一 . 

男 一 方面 ,古代 埃及 人 进行 几何 计算 的 法 则 也 并 不 完全 正确 . 例如 ,他 们 在 庙 
宇 的 墙 上 刻 着 一 个 捐 给 庙宇 的 田地 表 , 这 些 田地 一 般 有 四 条 边 ,铭文 中 计算 四 边 形 


田地 面积 的 方法 ,用 现在 的 符号 可 以 写成 :5 TE ,其 中 S 是 四 边 形 的 面 
积 ,a 和 是 四 边 形 的 一 双 对 边 ,c 和 4 是 另 一 双 对 边 ;对 于 边 长 为 a,5,c 的 三 角形 


田地 ,他 们 认为 4=0, 因 此 5= 人 也. 这 些 法 则 即使 看 成 近似 公式 ,误差 往往 也 


很 大 . 古代 巴比伦 人 把 他 们 的 数学 资料 刻 成 泥 板 的 形式 ,现在 保存 的 泥 板 中 , 较 早 
的 一 些 是 公元 前 2000 年 前 后 的 ,大 部 分 是 公元 前 600 年 到 公元 300 年 间 制 成 的 . 
这 些 泥 板 主要 研究 算术 和 代数 ,只 在 实际 解决 问题 时 搞 一 点 几何 . 他 们 收集 了 一 些 
计算 简单 平面 图 形 面积 和 简单 立体 图 形体 积 的 法 则 ,知道 了 三 角形 的 相似 性 ,以 及 
相似 三 角形 的 对 应 边 成 比例 的 性 质 . 在 一 块 制作 于 公元 前 2000 年 前 后 的 泥 板 上 ， 
刻 着 一 个 特别 的 数 表 ,根据 专家 考证 , 表 中 列 出 了 十 五 组 勾 股 弦 数 , 即 满足 a = 
b +c 的 自然 数组 a,b,c. 据 此 ,有 人 认为 ,可 能 古代 巴比伦 人 已 经 知道 了 勾 股 定 
理 ,其 至 还 可 能 知道 了 求 勾 股 弦 数 的 一 般 公 式 . 当然 ,这 只 是 一 种 推测 .古代 巴比伦 
人 在 几何 中 的 图 形 画 得 并 不 精致 ,计算 法 则 也 未 必 正 确 . 他 们 为 了 解决 物理 问题 而 
计算 的 体积 ,有 些 算 对 了 ,有 些 算 不 对 . 

无 论 从 古代 埃及 的 草 片 或 是 巴比伦 的 泥 板 ,都 找 不 到 有 关 推 理论 证 的 记载 ,所 
采用 计算 几何 量 的 法 则 ,都 是 通过 数字 计算 的 具体 例题 表现 出 来 的 . 有 些 问题 虽然 
涉及 的 道理 比较 复杂 ,所 用 的 公式 却 完全 正确 ; 另 一 些 问题 涉及 的 道理 相对 地 简单 
一 些 , 所 用 的 计算 法 则 却 未 必 正 确 . 有 些 法 则 在 某 种 情形 下 比较 近似 ,而 在 为 一 些 
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第 1 章 一 谈 和 初等 几何 的 发 展 居 


情形 下 却 产生 较 大 的 误差 . 把 这 些 现象 联系 在 一 起 ,自然 会 得 出 一 个 结论 :在 古代 
的 埃及 和 巴比伦 ,人 们 都 是 从 社会 实践 过 程 中 逐步 归纳 、 总 结 出 一 些 计算 法 则 ,用 
于 解决 当时 遇 到 的 实际 计算 问题 ,一 边 试 算 , 一 边 改 进 . 如 果 一 个 法 则 试 算 的 结果 
与 实际 情形 相符 , 便 认 为 有 充分 的 理由 继续 加 以 采用 . 

在 古代 的 中 国 ,从 现存 的 一 些 较 早 的 数学 书籍 来 看 ,几何 知识 的 积累 ,也 是 来 
源 于 社会 实践 的 推动 . 天 文 观测 ,兴修 水 利 丈 量 土地 等 ,都 促进 了 几何 学 的 发 展 . 
在 ( 周 佣 算 经 ) 九 章 算术 》 等 书 中 ,往往 是 通过 具体 数字 计算 问题 反映 出 当时 人 们 
所 掌握 的 几何 知识 ;后 代 人 注释 这 些 书 时 , 才 补 出 有 关 定理 的 证 明 . 但 是 中 国 古代 
的 数学 有 着 自己 的 特点 . 大 约 公元 前 2 世纪 成 书 的 《 周 铂 算 经 ) 中 ,在 进行 具体 数字 
计算 的 同时 ,还 明确 地 叙述 出 在 直角 三 角形 中 求 斜 边 长 的 一 般 方法 :“ 勾 , 股 各 自 
乘 ,并 而 开 方 除 之 . "用 现在 的 符号 写 出 来 ,就 是 c = Va +b JEP a 和 4 是 两 条 直 
角 边 的 长 度 ,c 是 斜 边 长 . 生活 在 公元 前 四 五 世纪 的 墨 子 ,在 他 的 著作 《 墨 经 ) 中 ,其 
至 试图 对 一 些 几何 概念 给 出 逻辑 的 定义 . 其 中 ,关于 两 线段 相等 ,线段 的 中 点 ,圆周 
等 概念 的 定义 , 既 清晰 ,又 确切 . 例如 ,关于 圆周 的 定义 是 这 样 的:“ 图 一 中 同 长 也 .” 

“图 "就 是 圆周 . 上 面 这 句 话 ,翻译 成 现代 语言 ,意思 就 是 :圆周 就 是 到 一 个 中 
心 点 有 相等 距离 的 点 所 构成 的 图 形 . 

CRA) 中 还 叙述 了 一 个 重要 命题 “ 穷 , 或 有 前 不 容 尺 也 ” ,意思 是 :用 一 条 线 
段 去 度量 另 一 条 线段 ,总 有 量 到 不 能 够 继续 往 前 量 的 时 候 . 这 里 的 :“ 尺 ”是 《 墨 经 》 
中 对 线段 概念 采用 的 术语 . 两 千 多 年 以 后 ,德国 数学 家 希 尔 伯 特 提出 的 一 套 几何 学 
公理 体系 中 ,有 一 条 阿 基 米 德 公理 ,与 ( 墨 经 ) 中 上 述 命题 完全 相同 . 

(8) 8003832) 中 这 些 一 般 性 叙述 ,表明 我 国 至 少 在 公元 前 五 世纪 以 
后 ,就 已 经 开始 对 几何 学 中 某 些 关于 共性 的 问题 产生 兴趣 ,不 再 局 限于 对 具体 几何 
计算 问题 的 逐个 讨论 . 造成 这 种 转变 的 原因 ,可 能 是 我 国 在 春秋 战国 时 代 社会 剧烈 
变动 , 诸 子 百 家 各 树 一 帜 ,各 个 学 派 为 了 发 展 自己 的 学 说 ,纷纷 从 社会 实践 中 观察 ， 
对 了 解 到 的 大 量 现象 进行 深入 的 思考 分析, 研究 事物 的 内 在 客观 规律 ,从 感性 认 
识 上 升 到 理性 认识 . 


1.1.2 理论 几何 的 形成 和 发 展 

对 几何 学 进行 全 面 而 深刻 的 研究 ,使 之 发 展 成 为 一 门 独立 的 理论 学 科 , 这 一 历 
史 性 的 转变 ,是 在 古代 希腊 完成 的 . 从 公元 前 6 世纪 开始 ,古代 希腊 人 在 丰富 的 经 
验 和 材料 的 基础 上 ,比较 重视 在 形式 逻辑 的 体系 下 去 揭示 这 些 几何 事实 存在 的 联 
系 . 这 项 工作 最 后 在 公元 前 3 世纪 由 欧 几 里 得 完成 . 他 在 前 人 整理 的 基础 上 ,加 以 
提炼 和 系统 化 ,写成 了 《几何 原本 》( 简称 (原本 》) 
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《几何 原本 》 是 几何 学 史上 的 一 个 里 程 碑 . 自 《 几何 原本 》 问 世 以 来 ,两 千 多 年 
间 , 已 发 行 一 千 多 种 版 本 . 很 多 国家 的 中 学 平面 几何 和 立体 几何 课本 ,至 今 仍 是 按 
照 《几何 原本 》 定 下 的 基调 编写 的 . 


1.1.3 解析 几何 的 产生 和 发 展 

几何 学 发 展 第 三 阶段 的 重要 的 标志 是 解析 几何 的 产生 与 发 展 . 解析 几何 的 诞 
生 是 数学 史上 的 一 个 伟大 的 里 程 碑 . 它 的 创始 人 是 17 世纪 法 国 的 数学 家 笛 卡 尔 
( Descartes , 1596—1650 ) 和 费 马 (Fermat,1601 一 1655 ) ,他 们 都 对 欧 氏 几何 和 代数 
的 局 限 性 提出 了 挑战 : 欧 氏 几何 过 于 抽象 ,过 多 地 依赖 于 图 形 ,而 代数 又 过 于 受 法 
则 和 公式 的 约束 ,缺乏 直观 . 同时 , 笛 卡 尔 和 费 马 认识 到 几何 学 提供 了 有 关 真 实 世 
界 的 知识 和 真理 ,而 代数 学 能 用 来 对 抽象 的 未 知 量 进行 推理 ,是 一 门 潜在 的 方法 科 
学 . 因此 , 拒 代数 学 和 几何 学 中 的 精华 结合 起 来 ,取长补短 ,一 门 新 的 学 科 一 一 解析 
几何 诞生 了 . 解析 几何 的 基本 思想 是 用 代数 的 方法 研究 几何 学 ,从 而 把 空间 的 论证 
推进 到 可 以 进行 计算 的 数量 层面 ,对 空间 的 几何 结构 代数 化 ,用 一 个 基本 几何 量 和 
它 的 运算 来 描述 空间 的 结构 . 这 个 基本 几何 量 就 是 向 量 , 基 本 运算 是 指向 量 的 加 、 
减 . 数 乘 .内 积 和 外 积 .向量 的 运算 是 几何 基本 性 质 的 代数 化 . 费 马 和 笛 卡 尔 研究 解 
析 几 何 的 方法 是 不 同 的 , 费 马 是 从 方程 出 发 来 研究 它 的 轨迹 ,而 笛 卡 尔 是 从 轨迹 出 
发 建立 它 的 方程 .这 正 是 解析 几何 中 一 个 问题 的 正 反 两 个 方面 的 提 法 ,但 各 有 侧 
重 , 费 马 是 从 代数 到 几何 ,而 笛 卡 尔 是 从 几何 到 代数 . 从 历史 发 展 来 看 , 笛 卡 尔 系统 
地 总 结 出 用 数 对 表示 点 的 位 置 的 方法 ,建立 了 笛 卡 尔 直角 坐标 系 , 从 而 拓 广 了 几何 
学 的 研究 内 容 ,使 圆锥 曲线 等 图 形 也 成 为 几何 学 的 研究 对 象 . 特别 是 研究 几何 的 方 
法 从 单纯 地 强调 逻辑 方法 ,到 强调 逻辑 和 代数 方法 并 重 ,从 而 促进 了 几何 学 的 进 一 
步 发 展 ,因此 ,第 卡尔 的 解析 几何 更 具有 突破 性 . 


1.1.4 现代 几何 的 发 展 

在 初等 几何 和 人 解析 几何 的 发 展 过 程 中 ,人 们 不 断 发 现 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 
在 逻辑 上 有 不 够 严密 之 处 ,并 不 断 地 充实 了 一 些 公理 . 特别 是 尝试 去 证 明 第 五 公设 
的 失败 ,促使 人 们 重新 考察 几何 学 的 逻辑 基础 ,并 取得 了 两 方面 的 成 果 . 一 方面 从 
改变 几何 的 公理 系统 , 即 用 和 欧 几 里 得 的 第 五 公设 相 了 矛盾 的 命题 来 代替 第 五 公设 ， 
从 而 导致 几何 学 研究 对 象 的 根本 突破 . 先后 由 高 斯 ,J. 波 约 伊 和 罗 巴 切 夫 斯 基建 立 
起 罗氏 几何 ,以 后 又 有 了 黎 曼 几何 . 男 一 方面 ,由 对 公理 系统 的 严格 分 析 , 最 后 形成 
了 公理 法 ,并 在 1899 年 由 德国 数学 家 希 尔 伯 特 在 他 的 《几何 基础 》 中 完善 地 建立 起 
欧 几 里 得 几何 的 严格 公理 系统 . 

研究 对 象 和 方法 的 拓 广 ,使 现代 几何 以 空前 的 速度 发 展 . 


第 1 章 更 谈 和 初等 几何 的 发 展 、 


1.2 欧 几 里 得 和 《几何 原本 》 


1.2.1 欧 几 里 得 (Euclid) 生平 

欧 几 里 得 大 约 生 活 在 公元 前 330 一 前 275 年 . 除 几 何 原本 》 外 ,还 有 不 少 著 
作 , 如 《已 知 数 》《 纠 错 集 )《 圆 锥 曲线 论 )《 曲 面 轨迹 《观测 天 文学 ) 等 . 遗憾 的 是 ， 
除了 《几何 原本 》 以 外 ,其 他 的 都 没有 留存 下 来 ,消失 在 时 空 的 黑暗 之 中 了 . 从 某 个 
意义 上 说 ,这 增加 了 人 类 的 遗憾 . 仅 留 世 的 《几何 原本 》, 已 让 我 们 震撼 了 两 千 余年 . 

关于 欧 几 里 得 的 生平 已 经 失传 , 据 后 世 推断 ,他 早年 在 雅典 受 教育 ,熟知 柏 拉 
图 的 学 说 . 公元 前 300 年 左右 ,受托 勒 密 王 之 邀 ,他 前 往 埃及 统治 下 的 亚历山大 城 
工作 ,长 期 从 事 教学 研究 和 著述 ,涉猎 数学 .天 文 .光学 和 音乐 等 诸多 领域 . 所 著 
《几何 原本 》, 共 有 13 卷 ,希腊 文 原稿 也 已 失传 ,现存 的 是 公元 4 世纪 未 西 公 的 修订 
本 和 18 世纪 在 梵蒂冈 图 书馆 发 现 的 希腊 文 手 抄 原本 . 这 部 西方 世界 现存 最 古老 的 
科学 著作 ,为 两 千年 来 公理 法 演绎 的 数学 体系 找到 了 源头 . 德 摩根 曾 说 ,除了 《和 圣 
经 )》, 再 没有 任何 一 种 书 像 ( 几 何 原本 》 这 样 拥有 如 此 众多 的 读者 ,被 译 成 如 此 多 种 
的 语言 .从 1482 年 到 19 世纪 未 ,人 《几何 原本 》 的 各 种 版 本 竟 用 各 种 语言 出 了 1 000 
版 以 上 . 明 朝 万 历年 间 (1607 年 ) ,徐光启 和 意大利 传教 士 利 玛 塞 把 前 六 卷 译 成 中 
文 出 版 ,定名 为 《几何 原本 》“ 几 何 " 这 个 数学 名 词 就 是 这 样 来 的 《几何 原本 》 同 时 
也 是 中 国 近代 翻译 的 第 一 部 数学 著作 . 康 巾 皇 帝 将 这 个 仅 有 前 六 卷 的 版 本 书 当成 
智力 玩具 把 玩 了 一 生 ,但 估计 其 理解 也 十 分 有 限 .《 几 何 原本 》 后 九 卷 是 在 1852 一 
1859 年 由 清朝 著名 的 数学 家 、 天 文学 家 、 翻 译 家 和 教育 家 李 善 兰 在 上 海 墨 海 书馆 
与 英国 传教 十 .汉学 家 伟 烈 亚 力 等 人 合作 翻译 出 版 的 . 

古籍 中 记载 了 两 则 故事 : 托 勒 密 国王 问 欧 几 里 得 ,有 没有 学 习 儿 何 学 的 捷径 . 
欧 几 里 得 答 道 :“ 几 何 无 王者 之 道 .意思 是 ,在 几何 学 里 没有 专门 为 国王 铺设 的 大 
路 . 这 句 话 成 为 千古 传诵 的 艇 言 . 男 一 个 故事 说 :一 个 学 生 才 开始 学 习 第 一 命题 ,就 
间 学 了 几何 后 将 得 到 什么 . 欧 几 里 得 对 身边 的 侍从 说 :“ 给 他 三 个 钱币 ,因为 他 想 在 
学 习 中 获取 实 利 . "这 两 则 故事 ,与 他 的 光辉 著作 一 样 ,具有 高 深 的 含义 . 


1.2.2 《几何 原本 》 的 贡献 


《几何 原本 》 是 古 希 腊 数 学 家 欧 儿 里 得 的 一 部 不 朽 之 作 , 它 把 整个 古 希 腊 数 学 
的 成 果 与 精神 集 于 一 里 ,既是 数学 巨著 ,也 是 哲学 巨著 ,并 且 第 一 次 完成 了 人 类 对 
空间 的 认识 . 该 书 自问 世 之 日 起 ,在 长 达 两 千 多 年 的 时 间 里 ,历经 多 次 翻译 和 修订 ， 
B 1482 年 第 一 个 印刷 本 出 版 ,至今 已 有 一 千 多 种 不 同 版 本 . 除 《圣经 》 外 ,没有 任何 
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其 他 著作 ,其 研究 .使 用 和 传播 之 广泛 能 够 与 4 几何 原本 》 相 比 . 

徐光启 在 译 此 作 时 ,对 该 书 有 极 高 的 评价 ,他 说 :“ 能 精 此 书 者 ,无 一 事 不 可 精 ; 
好 学 此 书 者 ,无 一 事 不 科学 . "现代 科学 的 奠基 者 爱 因 斯 坦 更 是 认为 :如 果 欧 几 里 得 
的 《几何 原本 》 未 能 激发 起 你 少年 时 代 的 科学 热情 , 那 你 肯定 不 会 是 一 个 天 才 的 科 
学 家 . 由 此 可 见 ,《 几何 原本 》 对 人 们 理性 推演 能 力 的 影响 , 即 对 人 的 科学 思想 的 影 
响 是 何等 巨大 . 

《几何 原本 》 从 少量 “自明 的 "定义 .公理 出 发 ,利用 逻辑 推理 的 方法 ,推演 出 整 
个 几何 体系 . 它 成 为 人 类 文明 的 一 块 极致 瑰宝 ,创造 了 人 类 认识 宇宙 空间 ,认识 宇 
宙 数 量 关 系 的 源头 ,是 一 部 历史 上 的 科学 杰作 . 虽然 逻辑 并 不 是 欧 几 里 得 开创 
的 一 一 逻辑 以 男 一 个 希腊 天 才 亚 里 士 多 德 为 代表 ,他 的 著名 的 三 段 论 ,开创 了 逻辑 
的 基本 面貌 ,提出 了 人 逻辑 的 基本 建构 一 一 但 他 是 第 一 个 将 三 段 论 应 用 于 实际 知识 
体系 构建 的 人 ,他 铸造 了 一 部 完整 的 逻辑 演绎 体系 ,构成 了 希腊 理性 最 完美 的 纪 
念 碑 . 

两 千年 来 ,所 有 初等 几何 教学 以 及 19 世纪 以 前 一 切 有 关 初 等 几何 的 论著 ,都 
以 《几何 原本 》 为 依据 . 欧 几 里 得 成 了 几何 学 的 代名词 ,人 们 把 这 种 体系 的 几何 学 
叫 作 欧 几 里 得 几何 学 . 

《几何 原本 》 对 世界 数学 的 贡献 主要 是 :确立 了 数学 的 基本 方法 学 ;建立 了 公 
理 演绎 体系 , 即 用 公理 \ 公 设 和 定义 的 推 证 方法 ;将 逻辑 证 明 系统 地 引入 数学 中 ; 确 
并 了 逮 辑 学 的 基本 方法 ;创造 了 几何 证 明 的 方法 :分 析 综 合 及 归 廖 法 . 

相对 《几何 原本 》 中 的 几何 知识 而 言 , 它 所 蕴含 的 方法 论 意义 更 重大 . 事实 上 ， 
欧 几 里 得 本 人 对 它 的 几何 学 的 实际 应 用 并 不 关心 ,他 关心 的 是 他 的 几何 体系 内 在 
逻辑 上 的 严密 性 .《 几何 原本 》 作 为 文化 丰碑 还 在 于 , 它 为 人 类 知识 的 整理 ,系统 六 
述 提供 了 一 种 模式 . 从 此 ,人 类 的 知识 建构 找到 了 一 个 有 效 的 方法 . 整理 为 从 基本 
概念 .公理 或 定律 出 发 的 严密 的 演绎 体系 成 为 人 类 的 梦想 . 斯 宾 诺 莎 的 伦理 学 就 是 
按 这 种 模式 阐述 的 ,牛顿 的 4 自然 哲学 的 数学 原理 》 同 样 如 此 . 


1.2.3 《几何 原本 》 介 绍 


在 4 几何 原本 》 中 , 欧 几 里 得 首先 给 出 了 点 ` 线 \ 面 、 角 、 垂 直 、 平 行 等 定义 ,接着 
给 出 了 关于 几何 和 量 的 10 条 公理 ,如 * 凡 直角 都 相等 “整体 大 于 部 分 ”, 以 及 后 来 
引起 许多 纷争 的 “平行 线 公 理 ”, 等 等 . 公理 后 面 是 一 个 一 个 的 命题 及 其 证 明 , 内 容 
丰富 多 彩 . 比如 有 平面 作 图 \ 勾 股 定理 、 余 弦 定 理 、 圆 的 各 种 性 质 、 空 间 中 平面 和 直 
线 的 垂直 ,平行 和 相交 等 关系 ,平行 六 面体 .棱锥 、 棱 柱 、 圆 锥 , 球 等 问题 ,此 外 还 有 
比例 的 理论 , 正 整数 的 性 质 与 分 类 ,无 理 量 等 . 公理 化 结构 是 近代 数学 的 主要 特征 ， 
而 《几何 原本 》 则 是 公理 化 结构 的 最 早 典范 . 欧 几 里 得 创造 性 地 总 结 了 他 之 前 的 古 
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希腊 人 的 数学 . 将 零散 的 \ 不 连贯 的 数学 知识 整理 起 来 ,加 上 自己 的 大 量 创 造 ,构建 
出 彼此 有 内 在 联系 的 有 机 的 宏伟 大 厦 . 

《几何 原本 》 共 分 十 三 卷 , 有 5 条 公设 和 5 条 公理 ,119 个 定义 和 465 个 命题 ， 
构成 历史 上 第 一 个 数学 公理 体系 . 

第 一 卷 ” 几 何 基础 

第 二 卷 ” 几 何 与 代数 

第 三 卷 ” 圆 与 角 

第 四 卷 ” 圆 与 正 多 边 形 

第 五 卷 ”比例 

第 六 卷 ”相似 

第 七 卷 ”数论 (一 ) 

第 八 卷 ”数论 (二 ) 

第 九 卷 ”数论 (三 ) 

第 十 卷 ” 无 理 量 

第 十 一 卷 ” 立 体 几何 

第 十 二 卷 ” 立 体 的 测量 

第 十 三 卷 ” 建 正 多 面体 

第 一 卷 包括 三 角形 相等 的 条 件 ,三 角形 边 和 角 的 关系 ,平行 线 的 理论 和 三 角形 
以 及 多 边 形 等 积 的 条 件 ; 第 二 卷 主 要 用 等 积 变换 方法 研究 代数 的 一 些 结论 ;第 三 卷 
讲 的 是 圆 ; 在 第 四 卷 讨 论 圆 内 接 和 外 切 多 边 形 ;第 六 卷 讨论 相 似 多 边 形 ;第 五 卷 .第 
七 卷 . 第 八 卷 . 第 九 卷 和 第 十 卷 讲授 比例 和 算术 理论 (用 几何 方式 来 叙述 ) ;在 最 后 
三 卷 里 叙述 立体 几何 原理 . 

从 这 些 内 容 可 以 看 出 ,目前 属于 中 学 课程 里 的 初等 几何 的 主要 内 容 已 经 完全 
包含 在 4 几何 原本 》 里 了 . 

《几何 原本 》 每 一 卷 都 以 一 些 概念 的 定义 公设 和 公理 为 基础 . 第 一 卷 是 以 23 
个 定义 ,5 条 公设 和 5 条 公理 开始 的 . 

1 ) 定 义 

QO 点 是 没有 部 分 的 . 

@ 线 是 有 长 度 而 没有 宽度 的 . 

@ 线 的 界限 是 点 . 

个 直线 是 这 样 的 线 , 它 对 于 它 的 所 有 各 个 点 都 有 同样 的 位 置 . 

@) 面 是 只 有 长 度 和 宽度 的 . 

@ 面 的 界限 是 线 . 
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GO 平面 是 这 样 的 面 , 它 对 于 在 它 上 面 的 所 有 直线 有 同样 的 位 置 . 

@ 平 面 上 的 角 是 在 一 个 平面 内 两 条 相交 直线 相互 的 倾斜 度 . 

人 @ 当 形成 一 个 角度 的 两 线 是 一 直线 时 , 那 角度 称 为 平角 . 

定义 中 ~ 定义 四 是 关于 直角 和 重 线 、 钝 角 和 锐角 、 圆 .圆周 和 中 心 \ 直 线形、 三 
角形 .四边形 .等 边 .等 腰 和 不 等 边 三 角形 正方形. 直角 三 角形 . 凌 形 及 其 他 . 最 后 
一 个 定义 是 : 

名 平行 直线 是 在 同一 平面 上 而 且 尽 管 向 两 侧 延 长 也 决 不 相交 的 直线 . 

2 ) 公 设 

中 从 每 个 点 到 每 一 个 别 的 点 必定 可 以 引 直 线 . 

@) 每 条 直线 都 可 以 无 限 延长 . 

@ 以 任意 点 做 中 心 可 以 用 任意 半径 做 圆周 . 

所 有 的 直角 都 相等 . 

一 条 直线 与 男 外 两 条 直线 相交 , 同 侧 的 内 角 和 小 于 两 直角 时 ,这 两 条 直线 就 
在 这 一 侧 相 交 . 

3 ) 公 理 

(等 于 同 量 的 量 相等 . 

G@) 等 量 加 等 量 得 到 等 量 . 

@) 等 量 减 等 量 得 到 等 量 . 

能 关 合 的 量 相等 . 

名 全 部 大 于 部 分 . 

关于 公理 和 公设 演绎 法 , 它 的 基本 精神 是 由 简单 现象 去 证 明 较 复杂 的 现象 ,在 
数学 中 同样 也 遵循 这 一 原理 . 这 一 理论 里 ,逻辑 推理 虽然 至 关 重 要 ,但 更 重要 的 是 ， 
我 们 必须 接受 一 些 简单 的 现象 作为 我 们 的 “起 点 ” ,是 明显 的 “自明 "道理 ,而 欧 几 
里 得 将 这 些 “ 起 点 "命名 为 “公设 "和 “公理 ”. 

虽然 以 公理 为 起 点 演绎 几何 的 方法 并 非 为 欧 几 里 得 首创 ,首创 的 应 该 是 他 之 
前 的 泰勒 斯 ,但 是 4 几何 原本 》 中 的 公设 和 公理 , 却 全 部 都 由 欧 几 里 得 所 创造 和 得 
选 . 这 一 天 才 的 智慧 令 人 叹为观止 ! 

4) 关 于 重要 命题 

《几何 原本 》 涉 及 诸多 重要 命题 ,比如 命题 :在 直角 三 角形 中 ,以 斜 边 为 边 的 
正方 形 面积 等 于 以 两 直角 边 为 边 的 正方 形 面积 之 和 . ”这 就 是 著名 的 勾 股 定理 . 传 
说 这 一 定理 最 早 是 由 毕 达 哥 拉 斯 证 明 的 ,但 他 的 证 明 方 法 却 没 有 流传 下 来 . 而 4 几 
何 原本 》 中 的 证 明 , 则 可 以 算是 现存 西方 最 早 证 明 勾 股 定理 的 记载 . 

关于 命题 的 逻辑 关系 ,《 几何 原本 》 中 命题 间 的 逻辑 关系 其 至 比 现代 的 逻辑 关 
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系 还 高 . 为 了 清晰 地 表明 这 一 关系 , 千 余 年 来 的 各 种 语言 版 本 多 附 有 数学 家 们 对 人 逻 
辑 关 系 的 注解 . 


1.3 几何 王国 的 “ 挛 生 三 姐妹 ” 


1.3.1 试 证 第 五 公设 的 历史 背景 

欧 几 里 得 “第 五 公设 ”问题 在 几何 发 展 中 占有 特殊 重要 的 地 位 . 因为 第 五 公 
设 一 一 平行 公理 ,无 论 在 词句 和 内 容 方面 都 比 其 他 4 个 公设 复杂 得 多 ,而 且 不 像 其 
他 公理 那么 显而易见 . 另 一 方面 ,由 于 这 条 公设 在 4 几何 原本 》 中 的 应 用 很 迟 , 仅 在 
第 29 命题 中 才 应 用 . 所 以 人 们 一 直 有 这 样 的 疑问 :第 五 公设 是 否 可 以 证 明 ? 或 者 
能 和 否 用 一 条 更 简单 .更 直观 的 公理 代替 它 ? 

两 千 多 年 来 ,人 们 总 觉得 ,把 第 五 公设 作为 公理 似乎 没有 必要 ,因此 试图 在 其 
他 公理 的 基础 上 对 它 进行 证 明 , 然 而 一 直 没 有 成 功 . 很 可 能 欧 几 里 得 自己 也 曾经 i 
着 证 明 过 第 五 公设 ; 欧 几 里 得 似乎 尽量 不 用 这 条 公设 ,直到 在 几何 命题 里 迫切 用 到 
它 的 时 候 才 不 得 不 作为 公理 提出 来 . 

对 第 五 公设 的 证 明 尝试 ,尽管 是 失败 了 ,但 还 是 引出 了 许多 正面 的 结果 , 那 就 
是 证 明了 各 种 命题 间 的 逻辑 的 相关 性 ,特别 是 找 出 了 欧 几 里 得 第 五 公设 的 一 串 等 
价 命题 : 

QD 通过 直线 外 某 个 点 只 能 引 一 条 直线 平行 于 已 知 直线 . 

@) 两 条 平行 线 与 第 三 条 直线 相交 ,组 成 相等 的 同位 角 . 

(3 三 角形 的 内 角 和 等 于 两 个 直角 . 

@ 位 置 在 直线 的 同一 侧 而 且 与 这 条 直线 有 同样 距离 的 点 在 一 条 直线 上 . 

从 两 条 平行 线 中 一 条 上 的 点 到 第 二 条 的 距离 都 相等 . 

人 @O 有 着 任意 大 面积 的 三 角形 . 

QD 存在 相似 三 角形 . 


1.3.2 非 欧 几何 的 产生 

人 们 对 “第 五 公设 ”作为 公设 的 必要 性 ,整整 打 了 两 千 多 年 的 问号 . 为 了 寻求 
真理 ,多 少 世 纪 以 来 ,无 数 造 讶 良 深 的 数学 家 ,为 尝试 克服 平行 公理 ,进行 了 艰苦 的 
工作 ,花费 了 大 量 的 精力 和 心血 ,人 类 智慧 面临 着 挑战 . 在 无 数 的 失败 和 挫折 面前 ， 
难免 有 人 却步 ,但 多 数 人 勇往直前 . 最 富 戏剧 性 的 一 幕 是 :1823 年 ,德国 数学 家 高 
斯 的 挚友 ,匈牙利 数学 家 下 . 波 约 伊 ,由 于 终生 研究 “第 五 公设 " 毫 无 所 获 ,最 后 怀 着 
沉重 的 心情 告 诚 他 那 酷爱 数学 的 儿子 本 波 约 伊 ( Bolyai.J,1802 一 1860 ) 不 要 重 蹈 自 
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己 的 道路 , “BATINE A CE S .精力 和 心血 的 无 底 洞 ”. 然而 此 时 的 小 波 约 
伊 并 没有 因为 父亲 的 警告 而 后 退 . 他 匠心 独 运 , 从 前 人 的 无 数 失 败 中 ,领悟 到 要 从 
逻辑 上 推 证 第 五 公设 是 不 可 能 的 . 于 是 他 大 胆 创新 ,毅然 决然 地 把 "三 角形 内 角 和 
等 于 180°” 换 成 “三 角形 内 角 和 小 于 180"”, 并 以 此 为 基石 ,建立 起 一 套 完 整 和 谐 、 
精妙 无 比 的 新 几何 体系 . 

1831 年 ,小 波 约 伊 在 他 父亲 的 一 本 著作 后 面 , 以 附录 的 方式 ,发 表 了 题名 为 
“绝对 空间 的 科学 ”的 富有 创见 性 的 新 几何 学 . 老 波 约 伊 对 此 似乎 心里 还 不 够 踏 
实 , 便 写 信 见 教 于 老 朋友 高 斯 ,高 斯 (Gauss,1777 一 1855 ) 是 当时 举世 公认 的 数学 泰 
斗 .在 给 老 波 约 伊 复 信 中 ,高 斯 称赞 小 波 约 伊 “有 极 高 的 天 赋 ” ,但 他 又 说 :称赞 他 
等 于 称赞 我 自己 , 令 郎 所 采用 的 方法 和 他 所 获得 的 结果 , 跟 我 20 年 前 的 沉思 相符 
合 . ”高 斯 在 信 的 结尾 还 说 :“ 我 自己 的 著作 ,虽然 只 有 一 小 部 分 已 经 写 好 ,但 我 本 
来 是 终生 不 想 发 表 的 ,因为 大 多 数 人 对 我 所 讨论 的 问题 存在 偏见 . 现在 有 老 朋 友 的 
儿子 能 够 把 它 写 下 来 ,免得 与 我 一 同 潭 没 , 那 是 使 我 最 高 兴 不 过 的 了 .” 应 该 说 前 面 
一 段 话 确 曾 是 这 位 数学 大 师 的 推 心 置 腹 的 肺腑 之 言 ,因为 早 在 1824 年 高 斯 就 曾 在 
给 他 老 朋友 托 里 努 斯 的 信 中 这 样 写 过 :“ 三 角形 三 内 角 之 和 小 于 180" ,这 个 假定 引 
导 到 特殊 的 ,与 我 们 完全 不 同 的 几何 ,我 发 展 它 本 身 ,结果 完全 令 人 满意 . ”但 是 ,这 
时 初 露 锋 芒 的 小 波 约 伊 正路 踏 满 志 ,高 斯 的 复 信 引起 这 位 数 坛 新 星 的 极 大 误解 ,他 
误 认 为 高 斯 是 运用 他 崇高 的 威望 来 夺取 自己 关于 新 几何 体系 的 发 明 权 ,并 为 此 痛 
心 疾 首 ,发 拆 握 弃 一 切 数学 研究 ,在 孤独 与 音 问 之 中 , 度 过 了 他 的 后 半生 . 

与 此 同时 ,在 俄国 的 喀 山 升 起 了 一 颗 璀 璨 的 新 星 , 他 就 是 俄罗斯 的 天 才 数 学 家 
罗 巴 切 夫 斯 基 (Hrrorezgi HBánogpuu Jlo6aqeáBcKkuñ, 3 X Nikolas lvanovich 
Lobachevsky , 1792—1856 ) . 罗 巴 切 夫 斯 基 是 在 尝试 解决 欧 氏 第 五 公设 问题 的 过 程 
中 ,从 失败 走 上 他 的 发 现 之 路 的 . 罗 巴 切 夫 斯 基 是 从 1815 年 着 手 研 究 平行 线 理 论 
的 . 开始 他 也 是 循 着 前 人 的 思路 ,试图 给 出 第 五 公设 的 证 明 . 在 保存 下 来 的 他 的 学 
生 听 课 笔 记 中 ,就 记 有 他 在 1816—1817 学 年 度 在 几何 教学 中 给 出 的 一 些 证 明 . 可 
是 ,很 快 他 便 意 识 到 自己 的 证 明 是 错误 的 .前 人 和 自己 的 失败 从 反面 启迪 了 他 ,使 
他 大 胆 思 索 问题 的 相反 提 法 :可 能 根本 就 不 存在 第 五 公设 的 证 明 . 于 是 ,他 便 调 转 
思路 ,着 手 寻 求 第 五 公设 不 可 证 的 解答 . 这 是 一 个 全 新 的 ,也 是 与 传统 思路 完全 相 
反 的 探索 途径 . 罗 巴 切 夫 斯 基 正 是 沿 着 这 个 途径 ,在 试 证 第 五 公设 不 可 证 的 过 程 中 
发 现 了 一 个 轩 新 的 几何 世界 . 

那么 , 罗 巴 切 夫 斯 基 是 怎样 证 得 第 五 公设 不 可 证 的 呢 ? 又 是 怎样 从 中 发 现 新 
几何 世界 的 呢 ? 原来 他 创造 性 地 运用 了 处 理 复 杂 数 学 问题 常用 的 一 种 逻辑 方 

这 种 反 证 法 的 基本 思想 是 :为 证 “第 五 公设 不 可 证 ” ,首先 对 第 五 公设 加 以 否 
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定 , 然 后 用 这 个 否定 命题 和 其 他 公理 公设 组 成 新 的 公理 系统 ,并 由 此 展开 逻辑 
推演. 

首先 假设 第 五 公设 是 可 证 的 , 即 第 五 公设 可 由 其 他 公理 公设 推演 出 来 . 那么 ， 
在 新 公理 系统 的 推演 过 程 中 一 定 会 出 现 罗 辑 矛盾 ,至 少 第 五 公设 和 它 的 否定 命题 
就 是 一 对 逻辑 矛盾 ;反之 ,如 果 推 注 不 出 矛盾 ,就 反驳 了 “第 五 公设 可 证 ”这 一 假 
设 , 从 而 也 就 间接 证 得 “第 五 公设 不 可 证 ”. 

依照 这 个 逻辑 思路 , 罗 巴 切 夫 斯 基 对 第 五 公设 的 等 价 命 题 一 一 普 列 菲 尔 公理 
“过 平面 上 直线 外 一 点 ,只 能 引 一 条 直线 与 已 知 直线 不 相交 ” 作 以 否定 ,得 到 否定 
命题 “过 平面 上 直线 外 一 点 ,至 少 可 引 两 条 直线 与 已 知 直线 不 相交 ”, 并 用 这 个 否 
定 命 题 和 其 他 公理 公设 组 成 新 的 公理 系统 展开 逻辑 推演 . 

在 推演 过 程 中 ,他 得 到 一 连 串 古怪 .非常 不 合乎 常理 的 命题 . 但 是 ,经 过 仔细 审 
查 , 却 没有 发 现 它 们 之 间 存 在 任何 逻辑 矛盾 . 于 是 ,远见 卓识 的 罗 巴 切 夫 斯 基 大 胆 
断言 ,这 个 “在 结果 中 并 不 存在 任何 矛盾 ”的 新 公理 系统 可 构成 一 种 新 的 几何 , 它 
的 逻辑 完整 性 和 严密 性 可 以 和 欧 几 里 得 几何 相 媲美 . 而 这 个 无 矛盾 的 新 几何 的 存 
在 ,就 是 对 第 五 公设 可 证 性 的 反 驶 ,也 就 是 对 第 五 公设 不 可 证 性 的 逻辑 证 明 . 由 于 
尚未 找到 新 几何 在 现实 世界 的 原型 和 类 比 物 , 罗 巴 切 夫 斯 基 慎 重地 把 这 个 新 几何 
称 为 “想象 几何 ”. 

1826 年 2 月 23 日 , 罗 巴 切 夫 斯 基 在 喀 山 大 学 物理 数学 论坛 上 ,宣读 了 他 的 第 
一 篇 关于 非 欧 几何 的 论文 :《 几何 学 原理 及 平行 线 定理 严格 证 明 》. 这 篇 首创 性 论 
文 的 问世 ,标志 着 非 欧 几何 的 诞生 . 由 于 这 一 时 间 要 比 芽 波 约 伊 附录 的 发 表 早 , 因 
此 这 一 新 几何 体系 被 公认 为 属于 罗 巴 切 夫 斯 基 , 并 称 为 罗氏 几何 学 . 而 1826 年 2 
月 23 日 这 一 天 , 则 被 世人 认定 为 非 欧 几何 的 诞生 日 . 

然而 ,这 一 重大 成 果 刚 公 之 于 世 ,就 遭 到 正统 数学 家 的 冷漠 和 反对 . 参加 1826 
年 2 月 23 日 学 术 公 议 的 全 是 数学 造 证 较 深 的 专家 ,其 中 有 著名 的 数学 家 、 天 文学 
家 西蒙 诺 夫 , 有 后 来 成 为 科学 院 院士 的 古 普 费 尔 , 以 及 后 来 在 数学 界 颇 有 声望 的 博 
拉 斯 曼 . 在 这 些 人 的 心目 中 , 罗 巴 切 夫 斯 基 是 一 位 很 有 才华 的 青年 数学 家 . 

可 是 ,出 乎 他 们 的 意料 ,这 位 年 轻 的 教授 在 简短 的 开场 白 之 后 ,接着 说 的 全 是 
一 些 令 人 莫名 其 妙 的 话 ,诸如 三 角形 的 内 角 和 小 于 180° ,而 且 随 着 边 长 增 大 而 无 限 
变 小 ,直至 趋 于 零 ; 锐 角 一 边 的 垂 线 可 以 和 另 一 边 不 相交 ,等 等 . 

这 些 命 题 不 仅 离奇 古怪 ,与 欧 几 里 得 几何 相 冲 突 ,而 且 还 与 人 们 的 日 常 经 验 相 
背离 . 然而 ,报告 者 却 认真 地 、 充 满 信 心地 指出 ,它们 属于 一 种 逻辑 严谨 的 新 几何 ， 
和 欧 几 里 得 几何 有 着 同等 的 存在 权利 . 这 些 古 怪 的 语言 ,竟然 出 自 一 个 头脑 清楚 、 
治学 严谨 的 数学 家 教授 之 口 ,不 能 不 使 与 会 者 们 感到 意外 . 他 们 先是 表现 出 一 种 疑 
惑 和 惊讶 ,不 一 会 儿 , 便 流露 出 各 种 否定 的 表情 . 
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AYER , 2 ËB UJ KH AESVR Rk RSSA ,提出 修改 意见 . 可 是 , 谁 也 不 
肯 作 任何 公开 评论 ,会 场 上 一 片 冷漠 .那些 最 先 聆 听 到 发 现 者 本 人 讲述 发 现 内 容 的 
同行 专家 , 却 因 思想 上 的 守旧 ,不仅 没 能 理解 这 一 发 现 的 重要 意义 ,反而 采取 了 冷 
淡 和 轻 慢 的 态度 ,这 实在 是 一 件 令 人 遗憾 的 事情 . 

会 后 , 系 学 术 委员 会 委托 西蒙 诺 夫 古 普 费 尔 和 博 拉 斯 曼 组 成 三 人 鉴定 小 组 ， 
对 罗 巴 切 夫 斯 基 的 论文 作出 书面 鉴定 . 他 们 的 态度 无 疑 是 否定 的 ,但 又 迟 迟 不 肯 写 
出 书面 意见 ,以 臻 最 后 连 文稿 也 给 弄 丢 了 . 

罗 巴 切 夫 斯 基 的 首创 性 论文 没 能 引起 学 术 界 的 注意 和 重视 ,论文 本 身 也 似 石 
沉 大 海 ,不 知 被 遗弃 何 处 . 但 他 并 没有 因此 灰心 丧气 ,而 是 顽强 地 继续 独自 探索 新 
几何 的 奥秘 . 1829 年 ,他 又 撰写 出 一 篇 题 为 《几何 学 原理 》 的 论文 . 这 篇 论文 重 现 了 
第 一 篇 论文 的 基本 思想 ,并 且 有 所 补充 和 发 展 . 此 时 , 罗 巴 切 夫 斯 基 已 被 推选 为 喀 
山大 学 校长 ,可 能 出 自 对 校长 的 “尊敬 ”,《 喀 山大 学 通报 ) 全 文 发 表 了 这 篇 论文 . 

1832 年 ,根据 罗 巴 切 夫 斯 基 的 请 求 , 喀 山大 学 学 术 委员 会 把 这 篇 论文 呈送 彼 
得 堡 科学 院 审 评 . 科学 院 委 托 著名 数学 家 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 院 士 作 评 定 . 奥 斯 特 罗 
格拉 茨 基 是 新 推选 的 院士 , 曾 在 数学 物理 数学 分 析 力学 和 天 体力 学 等 方面 有 过 
卓越 的 成 就 ,在 当时 学 术 界 有 很 高 的 声望 . 可 惜 的 是 ,就 是 这 样 一 位 杰出 的 数学 家 ， 
也 没 能 理解 罗 巴 切 夫 斯 基 的 新 几何 思想 ,甚至 比 喀 山 大 学 的 教授 们 更 加 保守 . 

如 果 说 喀 山大 学 的 教授 们 对 罗 巴 切 夫 斯 基本 人 还 是 很 "宽容 " 的话, 那么 , 奥 
斯 特 罗 格 拉 茨 基 则 使 用 极其 控 若 的 语言 ,对 罗 巴 切 夫 斯 基 作 了 公开 的 指责 和 攻击 . 
同年 11 月 7 日 ,他 在 给 科学 院 的 鉴定 书 中 一 开头 就 以 嘲弄 的 口吻 写 道 : 看 来 , 作 
者 旨 在 写 出 一 部 使 人 不 能 理解 的 著作 . 他 达到 自己 的 目的 . "接着 ,对 罗 巴 切 夫 斯 基 
的 新 几何 思想 进行 了 牌 曲 和 贬低 ,最 后 粗暴 地 断言 : 由 此 我 得 出 结论 ,罗马 切 夫 斯 
基 校 长 的 这 篇 论文 作 廖 误 连 篇 ,因而 不 值得 科学 院 的 注意 . "这 篇 论文 不 仅 引起 了 
学 术 界 权威 的 恼怒 ,而 且 还 激 起 了 社会 上 反动 势力 的 敌对 叫 器 . 名 叫 布 拉 切 克 和 捷 
列 内 的 两 个 人 ,以 匿名 在 《祖国 之 子 》 杂 志 上 撰文 ,公开 指名 对 罗 巴 切 夫 斯 基 进 行 
人 身 攻击 . 

针对 这 篇 污 情 性 的 匿名 文章 , 罗 巴 切 夫 斯 基 撰 写 了 一 篇 反驳 文章 .但 《祖国 之 
子 》 杂 志 却 以 维护 杂志 声誉 为 由 ,将 罗 巴 切 夫 斯 基 的 文章 扣压 下 来 ,一 直 不 予 发 表 . 
对 此 , 罗 巴 切 夫 斯 基 极 为 气愤 . 

罗 巴 切 夫 斯 基 开 创 了 数学 的 一 个 新 领域 ,但 他 的 创造 性 工作 在 生前 始终 没 能 
得 到 学 术 界 的 重视 和 承认 . 就 在 他 去 世 的 前 两 年 ,俄国 著名 数学 家 布 尼 雅 可 夫 斯 基 
还 在 其 所 著 的 《平行 线 》 一 书 中 对 罗 巴 切 夫 斯 基 发 难 ,他 试图 通过 论述 非 欧 几何 与 
经 验 认识 的 不 一 致 性 ,来 否定 非 欧 几何 的 真实 性 . 

英国 著名 数学 家 莫 尔 甘 对 非 欧 几何 的 抗拒 心理 表现 得 就 更 加 明显 了 ,他 其 至 
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在 没有 亲自 研读 非 欧 几何 著作 的 情况 下 就 武断 地 说 :“ 我 认为 ,任何 时 候 也 不 会 存 
在 与 欧 几 里 得 几何 本 质 上 不 同 的 另外 一 种 几何 ." 莫 尔 甘 的 话 代 表 了 当时 学 术 界 对 
非 欧 几何 的 普遍 态度 . 

在 创立 和 发 展 非 欧 几何 的 艰难 历程 上 , 罗 巴 切 夫 斯 基 始 终 没 能 遇 到 他 的 公开 
支持 者 ,就 连 非 欧 几 何 的 另 一 位 发 现 者 德国 的 高 斯 也 不 肯 公开 支持 他 的 工作 . 

高 斯 是 当时 数学 界 首届 一 指 的 学 术 巨匠 , 负 有 "欧洲 数学 之 王 ” 的 盛名 , 早 在 
1792 年 ,也 就 是 罗 巴 切 夫 斯 基 诞生 的 那 一 年 ,他 就 已 经 产生 了 非 欧 几 何 思想 萌芽 ， 
到 了 1817 年 已 到 成 熟 程度 . 他 把 这 种 新 几何 最 初 称 为 “ 反 欧 几何 ” ,后 称 “ 星 空 几 
何 ” ,最 后 称 “ 非 欧 几 何 ”. 但 是 ,高 斯 由 于 害怕 新 几何 会 激 起 学 术 界 的 不 满 和 社会 
的 反对 ,会 由 此 影响 他 的 尊严 和 荣誉 ,生前 一 直 没 敢 把 自己 的 这 一 重大 发 现 公 之 于 
世 , 只 是 谨慎 地 把 部 分 成 果 写 在 日 记 和 与 朋友 的 往来 书信 中 . 

当 高 斯 看 到 罗 巴 切 夫 斯 基 的 德 文 非 欧 几何 著作 《平行 线 理论 的 几何 研究 后 ， 
内 心 是 矛盾 的 ,他 一 方面 私下 在 朋友 面前 高 度 称赞 罗 巴 切 夫 斯 基 是 “俄国 最 卓越 的 
数学 家 之 一 ”, 并 下 决心 学 习 俄 语 ,以 便 直接 阅读 罗 巴 切 夫 斯 基 的 全 部 非 欧 几何 著 
作 ; 另 一 方面 , 却 又 不 准 朋友 向 外 界 泄露 他 对 非 欧 几 何 的 有 关 告 白 ,也 从 不 以 任何 
形式 对 罗 巴 切 夫 斯 基 的 非 欧 几何 研究 工作 加 以 公开 评论 ;他 积极 推选 罗 巴 切 夫 斯 
基 为 哥 廷 根 皇 家 科学 院 通 讯 院 士 , 但 是 ,在 评选 会 和 他 亲笔 写 给 罗 巴 切 夫 斯 基 的 推 
选 通知 书 中 ,对 罗 巴 切 夫 斯 基 在 数学 上 的 最 卓越 贡献 一 一 创立 非 欧 几何 却 避 而 
不 谈 . 

高 斯 凭借 他 在 数学 界 的 声望 和 影响 ,完全 有 可 能 减少 罗 巴 切 夫 斯 基 的 压力 , 促 
进 学 术 界 对 非 欧 几何 的 公认 . 然而 ,在 顽固 的 保守 势力 面前 他 却 丧 失 了 斗争 的 勇 
气 . 高 斯 的 沉默 和 软弱 表现 ,不 仅 严 重 限制 了 他 在 非 欧 几何 研究 上 所 能 达到 的 高 
度 , 而 且 客 观 上 也 助长 了 保守 势力 对 罗 巴 切 夫 斯 基 的 攻击 . 晚年 的 罗 巴 切 夫 斯 基 心 
情 更 加 沉重 ,他 不 仅 在 学 术 上 受到 压制 ,而 且 在 工作 上 还 受到 限制 . 按照 当时 俄国 
大 学 委员 会 的 条 例 , 教 授 任 职 的 最 高 期 限 是 30 年 ,依照 这 个 条 例 ,1846 年 罗 巴 切 夫 
斯 基 向 人 民 教 育 部 提出 呈 文 ,请 求 免 去 他 在 数学 教研 室 的 工作 ,并 推荐 让 位 给 他 的 

人 民 教 育 部 早 就 对 不 顺从 他 们 意志 办 事 的 罗 巴 切 夫 斯 基 抱 有 成 见 , 但 又 找 不 
到 合适 的 机 会 免 去 他 在 喀 山 大 学 的 校长 职务 . 罗 巴 切 夫 斯 基 辞 去 教授 职务 的 申请 
正好 被 他 们 用 做 借口 ,不 仅 免 去 了 他 主持 教研 室 的 工作 ,而 且 还 违背 他 本 人 的 意 
愿 , 免 去 了 他 在 喀 山 大 学 的 所 有 职务 . 被 迫 离开 终生 热爱 的 大 学 工作 ,使 罗 巴 切 夫 
斯 基 在 精神 上 遭 到 严重 打击 他 对 人 民 教 育 部 的 这 项 无 理 决定 ,表示 了 极 大 的 

家 庭 的 不 幸 增 加 了 他 的 苦恼 . 他 最 喜欢 的 .很 有 才华 的 大 儿子 因 患 肺结核 医治 
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无 效 死 去 ,这 使 他 十 分 伤感 . 他 的 身体 也 越 来 越 差 ,眼睛 逐渐 失明 ,最 后 终于 什么 也 
看 不 见 了 . 

1856 年 2 月 12 日 ,伟大 的 学 者 罗 巴 切 夫 斯 基 在 苦 问 和 抑郁 中 走 完了 他 生命 的 
最 后 一 段 路 程 . 喀 山 大 学 师 生 为 他 举行 了 隆重 的 追悼 会 . 在 追悼 会 上 ,他 的 许多 同 
事 和 学 生 高 度 赞 扬 他 在 建设 喀 山 大 学 ,提高 民族 教育 水 平和 培养 数学 人 才 等 方面 
的 卓越 功绩 ,可 是 谁 也 不 提 他 的 非 欧 几何 研究 工作 ,因为 此 时 ,人 们 还 普遍 认为 非 
欧 几何 纯 属 "无稽 之 谈 ”. 

罗 巴 切 夫 斯 基 为 非 欧 几 何 的 生存 和 发 展 奋 斗 了 三 十 多 年 ,他 从 来 没有 动摇 过 
对 新 几何 远大 前 途 的 坚定 信念 . 为 了 扩大 非 欧 几何 的 影响 ,争取 早日 取得 学 术 界 的 
承认 ,除了 用 俄 文 外 ,他 还 用 法 文 德 文 发 表 了 自己 的 著作 ,同时 还 精心 设计 了 检验 
大 尺度 空间 几何 特性 的 天 文 观测 方案 . 

不 仅 如 此 ,他 还 发 展 了 非 欧 几何 的 解析 和 微分 部 分 ,使 之 成 为 一 个 完整 的 .有 
系统 的 理论 体系 . 在 身 患 重病 、 卧 床 不 起 的 困境 下 ,他 也 没 停止 过 对 非 欧 几何 的 研 
究 . 他 的 最 后 一 部 巨著 《 论 几 何 学 》, 就 是 在 他 双 目 失明 , 临 去 世 的 前 一 年 ,口授 他 


的 学 生 完成 的 . 
罗氏 几何 的 发 现 , 打 破 了 欧 氏 几何 一 统 空 间 的 观念 ,促进 了 人 类 对 几何 学 广阔 
领域 的 进一步 探索 . 


1854 年 ,高 斯 的 得 意 门 生 才华横溢 、 誉 满 欧洲 的 德国 数学 家 歼 曼 ( Riemanni- 
an,1826 一 1866 ) ,在 格 廷 根 大 学 宣读 了 《关于 几何 基础 的 假设 》 的 论文 ,提出 了 另 一 
种 不 同 于 欧 几 里 得 ,也 不 同 于 罗 巴 切 夫 斯 基 的 新 几何 学 . 在 这 种 新 的 几何 体系 里 ， 
黎 曼 认 为 ,平行 是 不 存在 的 “在 一 个 平面 上 过 直线 外 一 点 的 所 有 直线 ,都 与 这 一 直 
线 相交 . ” 黎 曼 用 上 述 命 题 作为 公理 ,替代 欧 几 里 得 的 平行 公理 ,并 由 此 推出 了 “三 
角形 内 角 和 大 于 180°” 的 结论 . 

不 过 ,无 论 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 还 是 黎 曼 几何 的 诞生 ,都 不 是 一 帆 风 顺 的 . 由 于 
罗 巴 切 夫 斯 基 天 才 的 思想 ,大 大 超出 了 那个 时 代 的 认识 水 准 ,而 且 推 出 “三 角形 内 
角 和 小 于 180°” 等 结论 ,与 直观 存在 着 矛盾 ,因此 罗氏 几何 从 诞生 之 日 起 ,就 一 直 
遇 到 各 方面 的 非 难 . 对 于 黎 曼 ,尽管 他 在 各 方面 有 着 极为 卓越 的 成 果 , 但 他 的 几何 
理论 同样 没 能 得 到 同 代 人 的 赞许 . 据说 在 黎 曼 宣读 论文 时 ,到 场 的 除了 年 迈 的 高 斯 
之 外 ,再 没有 人 能 完全 听 得 懂 . 

然而 , 真 金 是 不 怕 火 炼 的 ,烈火 的 焚烧 将 更 加 显现 出 真 金 的 本 色 ! 就 在 黎 曼 逝 
世 的 第 三 个 年 头 , 罗 巴 切 夫 期 基 逝 世 的 第 十 二 个 年 头 ,1868 年 ,意大利 数学 家 贝尔 
特 拉 米 (Beltrami ,1935 一 1900 ) 发 表 了 一 篇 著名 论文 4 非 欧 几何 解释 的 尝试 》, 证 明 
非 欧 几何 可 以 在 欧 氏 空间 的 曲面 上 实现 . 这 就 是 说 , 非 欧 几何 命题 可 以 “翻译 ”成 
相应 的 欧 氏 几何 命题 ,如 果 欧 氏 几 何 没有 矛盾 , 非 欧 几何 也 就 自然 没有 矛盾 . 同时 ， 
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他 还 给 出 了 非 欧 几何 在 欧 氏 空间 的 曲面 上 的 实际 解析 ,例如 ,把 黎 曼 几何 看 成 类 似 
于 球面 上 的 几何 ,等 等 . 两 年 后 ,德国 数学 家 克 莱 因 (Klein ,1849 一 1925 ) 也 给 出 了 
男 一 种 实际 解析 . 他 把 欧 氏 几何 称 为 "抛物 几何 ”, 因 为 它 的 直线 有 一 个 无 穷 远 点 ; 
而 罗氏 几何 称 为 " 双 曲 几何 ”, 因 为 它 的 直线 有 两 个 无 穷 远 点 ; 黎 曼 几何 则 称 为 “ 椭 
圆 几何 ”, 它 的 直线 没有 无 穷 远 点 . 

经 贝尔 特 拉 米 和 克 莱 因 两 人 的 解析 , 非 欧 几 何 终于 得 到 了 人 们 的 认识 . 直到 这 
时 ,长 期 无 人 问津 的 非 欧 几何 才 开 始 获得 学 术 界 的 普遍 注意 和 深入 研究 , 罗 巴 切 夫 
斯 基 和 黎 曼 的 独创 性 研究 也 由 此 得 到 学 术 界 的 高 度 评 价 和 一 致 赞美 ,这 时 的 罗 巴 
切 夫 斯 基 则 被 人 们 赞誉 为 “几何 学 中 的 哥 白 尼 ”. 

1893 年 ,在 喀 山 大 学 树立 起 了 世界 上 第 一 个 为 数学 家 雕塑 的 塑像 . 这 位 数学 
家 就 是 俄国 的 伟大 学 者 , 非 欧 几 何 的 重要 创始 人 一 一 罗 巴 切 夫 斯 基 . 

在 科学 探索 的 征途 上 ,一 个 人 经 得 住 一 时 的 挫折 和 打击 并 不 难 , 难 的 是 勇于 长 
期 甚至 终生 在 逆境 中 奋斗 . 罗 巴 切 夫 斯 基 和 黎 曼 就 是 在 逆境 中 奋斗 终生 的 勇士 . 

同样 ,一 名 科学 工作 者 ,特别 是 声望 较 高 的 学 术 专 家 ,正确 识别 出 那些 已 经 
成 熟 的 或 具有 明显 现实 意义 的 科技 成 果 并 不 难 , 难 的 是 及 时 识别 出 那些 尚未 成 
熟 或 现实 意义 尚未 显露 出 来 的 科学 成 果 . 每 一 位 科学 工作 者 , 既 应 当做 一 名 勇于 
在 逆境 中 顽强 奋斗 的 科学 探索 者 ,又 应 当成 为 一 个 科学 领域 中 新 生 事物 的 坚定 
支持 者 . 

欧 氏 几何 、 罗 氏 几 何 、 黎 曼 几 何 是 三 种 各 有 区 别 的 几何 . 这 三 种 几何 各 自 所 有 
的 命题 都 构成 了 一 个 严密 的 公理 体系 ,各 公理 之 间 满 足 和 谐 性 、 完 备 性 和 独立 性 . 
因此 这 三 种 几何 都 是 正确 的 . 

在 我 们 这 个 不 大 不 小 .不 远 不 近 的 空间 里 ,也 就 是 在 我 们 的 日 常生 活 中 ,欧式 
几何 是 适用 的 ;在 宇宙 空间 中 或 原子 核 世界 ,罗氏 几何 更 符合 客观 实际 ;在 地 球 表 
面 研究 航海 .航空 等 实际 问题 中 , 黎 曼 几何 更 准确 一 些 . 

此 后 ,以 爱 因 斯 坦 相 对 论 为 代表 的 一 系列 科学 成 就 ,使 物理 学 的 直观 和 几何 学 
的 理论 精妙 地 融合 在 一 起 . 从 而 使 罗氏 几何 、 欧 氏 几 何 和 黎 曼 几何 这 几何 王国 的 
“ 挛 生 三 姐妹 "显得 更 加 瑰丽 ! 


1.4 和 希 尔 伯 特 公理 体系 

欧 几 里 得 的 《几何 原本 》, 虽 然 在 教育 和 科学 意义 上 ,在 历史 上 受到 很 高 的 评 
价 ,但 用 现在 的 科学 水 平衡 量 , 它 的 几何 逻辑 结构 在 严谨 性 上 还 存在 很 多 缺点 . 首 
先 , 欧 几 里 得 的 定义 并 不 能 成 为 一 种 数学 定义 ,有 的 不 过 是 几何 对 象 点 ` 线 \ 面 的 一 
种 直观 描述 ,有 的 含混 不 清 ,这些 定义 在 后 面 的 论证 中 ,实际 上 是 无 用 的 . 其 次 ,网 
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几 里 得 的 公设 和 公理 ,是 远 不 够 用 的 ,因此 在 《几何 原本 》 的 许多 命题 的 论证 中 ,不 
得 不 借助 直观 ,或 者 或 明 或 暗 地 引 用 了 用 他 的 公设 和 公理 无 法 证 明 的 事实 . 填补 欧 
儿 里 得 《几何 原本 》 中 的 缺陷 的 工作 ,经 历 了 2 000 余年 的 时 间 ,直至 19 世纪 末 才 
全 部 完成 . 在 这 期 间 内 ,数学 家 一 般 都 把 《几何 原本 》 看 作 是 严格 性 方面 的 典范 ,但 
也 有 不 少 的 数学 家 看 出 了 其 中 的 严重 缺点 并 设法 给 予 纠正 . 为 使 几何 基础 结构 得 
以 完善 ,历代 的 数学 家 们 付出 了 许多 艰辛 的 劳动 . 当 历 史 的 车 轮转 到 19 世纪 时 , 欧 
几 里 得 几何 基础 的 一 些 关键 问题 得 到 了 完满 的 解决 :著名 的 物理 学 家 赫 姆 霍 尔 效 
( Helmholtz, 1821 一 1916 ) 于 1866 年 提出 “运动 ”的 概念 ; 康 托 ( Cantor, 1829 一 
1920) , 戴 德 金 ( Dedekind ,1862 一 1916) 分 别 于 1871 年 和 1872 年 拟 了 “连续 公理 ”; 
巴士 (Pasch) 于 1882 年 拟 了 “顺序 公理 ”. 

在 历代 数学 家 所 积累 的 极其 丰富 资料 的 基础 上 ,德国 数学 家 希 尔 伯 特 ( Hil- 
bert ,1862 一 1943 ,数学 史上 多 科 全 能 的 天 才 , 他 的 23 个 问题 导致 数学 的 分 科 , 尽 管 
他 在 数学 史上 作出 了 重大 的 贡献 ,但 最 令 人 敬佩 的 , 莫 过 于 他 的 高 尚 品质 ) 于 1899 
年 发 表 了 他 著名 的 著作 《几何 基础 》, 在 这 本 书 上 ,他 不 但 提出 了 完备 的 几何 公理 
系统 ,而 且 还 给 出 证 明 一 个 公理 对 于 别 的 公理 的 独立 性 和 证 明 已 知 公理 系统 确实 
完备 的 普遍 原则 . 希 尔 伯 特 的 工作 ,完成 了 几何 学 完善 的 公理 体系 一 一 “ 希 尔 伯 特 
公理 体系 ”, 希 尔 伯 特 的 工作 已 经 使 得 欧 几 里 得 几何 有 了 巩固 的 基础 ,使 欧 几 里 得 
几何 的 基础 不 再 残缺 ,一 种 科学 的 几何 从 此 永远 地 瘟 立 于 浩瀚 的 数学 海洋 之 中 1! 

希 尔 伯 特 的 公理 体系 的 全 部 公理 分 为 5 组 20 条 . 在 公理 的 开始 ,采用 “点 "“ 直 
线 "“ 平 面 "3 个 基本 概念 和 "点 在 直线 上 ”点 在 平面 上 “一 点 介 于 两 点 之 间 ” 两 
线段 相等 “两 角 相 等 "5 个 基本 关系 . 公理 体系 满足 他 提出 的 3 个 基本 要 求 , 即 相 
容 性 (公理 之 间 互 不 矛盾 ) 、 独 立 性 (每 一 条 公理 不 能 从 其 余 的 公理 推出 ) 完备 性 
(公理 体系 所 有 模型 都 是 相互 同 构 的 ). 

1.4.1 结合 公理 

中 对 于 任意 两 个 不 同 的 点 4,B, 存 在 着 直线 a 通过 每 个 点 4,B. 

@) 对 于 任意 两 个 不 同 的 点 4,B, 至 多 存在 着 一 条 直线 通过 每 个 点 A.B. 

@@ 在 每 条 直线 上 至 少 有 两 个 点 ,至 少 存在 着 三 个 点 不 在 一 条 直线 上 . 

(对 于 不 在 一 条 直线 上 的 任意 三 个 点 4,B8,C, 存 在 着 平面 a 通过 每 个 点 A.B, 
C ,在 每 个 平面 上 至 少 有 一 个 点 . 

@@ 对 于 不 在 一 条 直线 上 的 任意 三 个 点 4,B,C, 至 多 有 一 个 平面 通过 每 个 点 A, 
B,C. 

@O 如 果 直 线 a 上 的 两 个 点 A.B 在 平面 a 上 ,那么 直线 a 上 的 每 个 点 都 在 平面 
wE. 
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Q@ 如 果 两 个 平面 a,B 有 公共 点 4, 那么 至 少 还 有 另 一 公共 点 B. 
@@ 至 少 存在 着 4 个 点 不 在 一 个 平面 上 . 


1.4.2 顺序 公理 

DURA B 在 点 4 和 点 C 之 间 , 那 么 4,B,C 是 一 条 直线 上 的 不 同 的 三 点 , 且 
B 也 在 C,4 之 间 . 

@ 对 于 任意 两 点 4 和 B, 直 线 AB 上 至 少 有 一 点 C, 使 得 8 在 4,C 之 间 . 

在 一 条 直线 上 的 任意 三 点 中 ,至 多 有 一 点 在 其 余 两 点 之 间 . 

@ 设 4,B,C 是 不 在 一 条 直线 上 的 三 个 点 ;直线 a 在 平面 ABC 上 但 不 通过 4， 
B,C 中 任 一 点 ;如 果 a 通过 线段 AB 的 一 个 内 点 (线段 AB 的 内 点 即 A, B 之 间 的 
点 ) ,那么 a 也 必 通 过 4C 或 BC 的 一 个 内 点 . 


1.4.3 合同 公理 (合同 记 作 三 ) 

DWR A,B 是 直线 a 上 两 点 ,4' 是 同一 直线 或 男 一 条 直线 a' 上 的 一 点 ,那么 在 
a' 上 点 4' 的 某 一 侧 必 有 和 且 只 有 一 点 B', 使 得 4'B'=AB 和 4B=B4. 

人 @ 如 果 两 线段 都 合同 于 第 三 线段 ,这 两 线段 也 合同 . 

OEA BNT AM C 之 间 ,B' 介 于 4' 和 C' 之 间 , 且 A'B'=AB,BC= B'C' I 
AC=A'C'. 

@@ 设 平面 a 上 给 定 人 (hh,h) ,在 a 或 男 一 平面 a' 上 给 定 直线 a' 和 a' 所 确定 的 
某 一 侧 , 如 果 h' 是 a 上 以 点 0' 为 端点 的 射线 ,那么 必 有 且 只 有 一 条 以 0' 为 端点 的 
射线 "存在 ,使 得 <(h'’,k’)= /¿(h,k). 

OW A,B,C 是 不 在 一 条 直线 上 的 三 点 ,4A',B',C' 也 是 不 在 一 条 直线 上 的 三 点 ,如 果 
AB=A'B',AC=A'C', Z BAC= LB'A'C', 那 么 LABC= LA'B'C', Z ACB = / A'C'B'. 


1.4.4 连续 公理 

QD 阿 基 米 德 公理 :如 果 AB 和 CD 是 任意 两 线段 ,那么 以 4 为 端点 的 射线 上 , 必 
有 这 样 的 有 限 个 点 A ,4,,… ,4, ,使 得 线段 AA, ,414,,… An An 都 和 线段 CD 合 
E], MH. B Æ A, F A, Zi. 

@) 康 托 公 理 : 设 在 任意 直线 a 上 给 了 线段 的 无 穷 序列 A B, ,4,B,,… 其 中 每 个 
后 面 的 都 在 前 面 一 个 的 内 部 ;而 且 对 于 任何 预先 给 定 的 线段 ,都 可 以 找到 号 码 n, 
使 得 线段 4,B, 小 于 这 个 线段 ,那么 在 直线 a 上 就 存在 着 一 个 点 *, 落 在 所 有 线段 
A,B, ,A,B, ,… 的 内 部 . 


EW Za s@rz == 


1.4.5 平行 公理 
设 点 4 不 在 直线 a 上 , 则 至 多 存在 一 条 直线 通过 4 而 与 a 共 面 但 无 公共 点 . 


习题 


1. 论述 高 校 师范 生 学 习 初 等 几何 的 现实 意义 . 
2. 在 几何 学 发 展 过 程 中 ,几何 学 有 哪 几 种 分 类 ? 举例 说 明 . 
3. 非 欧 几何 发 展 初期 ,哪些 数学 家 进行 了 尝试 性 的 探索 工作 ? 


第 2 3 平面 几何 问题 


平面 几何 是 中 学 数学 的 重要 组 成 部 分 , 它 是 以 几何 学 中 平面 图 形 为 研究 对 象 


的 基础 学 科 . 因为 平面 几何 具有 内 容 集 中 、 体 系 完整 ,逻辑 结构 严谨 以 及 直观 分 析 
与 严密 的 推理 论证 相 结 合 的 研究 方法 等 特点 ,所 以 通过 它 的 教学 能 在 较 短 的 时 间 
内 使 学 生 的 逻辑 思维 能 力 与 空间 想象 能 力 得 到 较 大 的 提高 . 因此 平面 几何 知识 是 
培养 学 生 逻 辑 推理 能 力 的 最 好 载体 . 同时 ,几何 证 明 过 程 还 包含 着 大 量 的 直观 、 想 
R .探究 和 发 现 的 因素 ,这 对 培养 学 生 的 创新 意识 演绎、 逻辑 推理 等 非常 有 益 . 现 
行 的 高 中 新 课 标 教 材 中 增加 了 ”几何 证 明 选 讲 ” 的 内 容 , 同 时 平面 几何 知识 也 成 了 
高 考 的 内 容 之 一 ,这 表明 我 国 的 中 小 学 教育 对 平面 几何 知识 的 重视 ,因此 ,高 等 师 
范 院 校 数学 教育 专业 的 学 生 学 习 相关 的 平面 几何 知识 具有 一 定 的 现实 意义 . 


本 章 主要 用 “面积 法 "和 “坐标 法 ”研究 平面 几何 中 的 全 等 .相似 、 共 线 、 共 点 等 


问题 ,同时 用 初等 几何 变换 进一步 研究 平面 几何 问题 . 


2.1 平面 几何 解 题 新 思路 
应 用 “面积 法 ”研究 平面 几何 问题 


2.1.1 基本 知识 
QD 为 了 表示 方便 ,以 后 我 们 一 般 用 形 如 Sagc 表 示人 4BC 的 面积 . 


@ 三 角形 面积 公式 :Sse =s x JŠ x 高 = ab sin C 
(等 底 等 高 的 三 角形 面积 相等 . 
如 图 2.1(1) 所 示 :Sama =S Agan 
@ 等 高 的 三 角形 面积 之 比 等 于 其 底 之 比 . 
S anD _BD 
如 图 2: 2 DDR: e DC 


下 面 首 先 证 明 几 个 简单 但 很 实用 的 定理 ,通过 以 下 定理 我 们 便 可 以 开辟 一 条 


研究 平面 几何 的 新 思路 . 


定理 1( 三 角形 共 边 定理 ) : 设 直线 AB 与 直线 CD 相交 于 点 ,如 图 2.2 所 示 ， 
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3 @r= st Z= 


Š CE 
ge _ 
MS na DE 
A 
A B g D € 
图 2.1(1) 图 2.1(2) 
C C 
人 <s, 
TS 
D D 
图 2.2(1) 图 2.2(2) 
c G 
` 人 
De Ë = P 
图 2.2(3) 图 2.2(4) 


证 明 : 下 面 的 证 明 适 合 以 上 4 种 中 的 任意 一 种 情形 . 


不 妨 设 点 与 点 8 不 重合 ( 若 重 合 ,结论 显然 成 立 ) ,在 直线 AB 上 男 取 一 点 


,使 4B =EF, 如 图 2.3 所 示 , 则 : 
S acan w S acer _ CE 


S ADAB S ADEF ü DE 
定理 2( 等 积 移动 定理 ) :如 图 2.4 所 示 , 若 已 知 AB/ CD, 则 S ACAB = Š \ pap: 
证 明 : 如 图 2.4 所 示 , 因 为 4B//CD, 所 以 和 ACAB 和 AD4B 等 底 等 高 , 即 : 


a 
"ss 


图 2.3 
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定理 3( 等 积 移动 定理 逆 定 理 ) : 若 C,D 两 点 在 直线 4B 同 侧 , 且 S acas = S Anas» 
则 直线 CD // AB. 


证 明 :( 反 证 法 ) 假 设 线段 CD 延长 后 与 直线 AB 相 C 
== S Acan 
交 于 点 ,如 图 2.5 所 示 , 则 由 三 角形 共 边 定理 得 5 p 
ADAB 
_ CE 
~ DE A = E 
CE > DE 图 2.5 
CE <] 
` DE 


ae S Acan >S apas ,这 与 已 知 条 件 SAchB =S Apa X JE 

… 线段 CD 延长 后 与 直线 AB 相交 不 成 立 

… 直线 CD// AB. 

定理 4( 三 角形 等 角 定 理 ) :在 A4BC 和 A4'B'C' 中 , 若 LB= ¿B'ik ¿B + Z B' 


-180*, 则 有 ee a 
Ns 


me AB Be 
证 明 :( 方 法 1) 把 人 4BC 和 和信 4'B'C' 拼 在 一 起 ,使 2B 的 两 边 所 在 直线 与 人 B' 
所 在 直线 重合 ,如 图 2.6 所 示 , 其 中 (1) 是 4B= LB' 的 情况 ,(2) 是 B+ ZB' = 
180° 的 情况 . 


(B) A (B')B 


图 2.6(1) 图 2.6(2) 
两 种 情况 下 都 有 : 


1 
SAB. BCE pe 


48 B'C' 


Š 
(方法 2) AABC _ : 
AA'B'C' 2: A'B' + B'C' » sinZ B' 
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定理 5( 三 角形 等 角 逆 定 理 的 预备 定理 ) : fE AABC 和 A4'B'C' 中 , 若 上 人 B > 
LB' 且 LB+ LB'<180°, 则 有 : 


0 
Z S AABC s AB - BC 


E F D 证 明 : (构造 法 ) 如 图 2.7 所 示 , 构 造 一 个 
顶 角 为 上 B - 人 8 的 等 腰 三 角形 EOF (OE = 
m27 OF), E K. EF # D #& ¿FOD = LB', 则 


LEOD = 人 8, 所 以 由 三 角形 等 角 定 理 得 ; 
Saa _ AB .BC Snrgc _A'B' + B'C' 
Saros EO -+ OD’ Sirop FO - OD 


S saec = Sagop 


` AB +- BC F0.0D 


Sawee z Sarop 


A'B'.B'C' FOOD 
` Sagop > Saron, QE = OF 


. SAgop SArop S Mpc sy Sawee 即 S Agc 3 AB : BC 
` EO - OD ° FO - OD'AB .BC A'B’':B'C’” Saga A'B’ + B'C' 
定理 6( 三 角形 等 角 逆 定理 ) : 若 人 4BC 和 A4'B'C' 的 面积 比 等 于 上 有 与 人 有 ' 的 


S . 
两 夹 边 乘 积 之 比 , 即 若 二 人 = aa 2e - IBA ¿B= ZB'Ę ZB + Z B' =180°. 
So A'B'.B'C 


证 明 : (证 法 1: 反 证 法 ) 假 设 LB+ ZB' > 180° zk ZB + ZB' < 180°, Ki} 
Ez B> Z B'. 


@ 若 上 B + LB' < 180。, 则 由 三 角形 等 角 六 定理 的 预备 定理 得 :See > 


Sass c 


AB: BC ,这 与 已 知 条 件 aaac AB- BC 矛盾 ,， ¿B+ 人 B'<180° 不 成 立 . 


A'B'.B'C”’ Saage A'B'.B'C' 
@#; LB + ¿Z B' >180°, 如 图 2.8 所 示 , 延 长 AB 至 D, 使 4B =BD, 延 长 4'B' 至 
D', 使 4'B'=B'D', 由 假设 LB> ¿B'Ə Z DBC < LD'B'C', 又 由 LB+ Z B' >180° 


= Z DBC + LD'B'C' <180°. 


€ 
i A s 
D B A D B' A' 


图 2.8 


第 2 章 EMLA E BHGUEGHHB 
S apec DB . BC 
. 由 三 角形 等 角 逆 定 理 的 预备 定理 得 :证 人 < 让 E A 
“* AB=BD,A'B' =B'D’ 


… S saec = S apec „Saree = Savec 


5 A ; S Ç 
. DAABC DB .BC AB : BC 即 全 A4ac AB : BC 这 与 已 知 条 件 


人 


Š AB .BC 
AABC _ 矛盾 . 


Sawee AB’ :BC' 
… BiZ ZB + LB' >180° 不 成 立 . 


综合 ,@ 可 知 :车 S Ansc =- pr Bus Bi Z B= Z B'Ę ZB + Z B' =180°. 
AA'B'C' 


—AB ， . 
S hagc N AB .BC 而 Sanac _ 74 BC sin ¿Z B 


Swego A'B':B'C'’ Swee luap'.p'e sin Z B' 
2 


(证 法 2 


z. sin Z B =sin Z B' 

又 … LB 与 LB' 都 为 三 角形 的 内 角 

.LB=LB' 或 B+ 人 LB’'=180° 

2.1.2 运用 “三 角形 共 边 定理 ”“ 等 角 定理 ”和 “等 积 移 
动 定理 ”研究 三 角形 中 的 一 些 重要 定理 

例 1 (等 腰 三 角形 的 判定 定理 ) 人 4BC 'R,# Z B= LC, 则 4B =4C. 


证 明 : 如 图 2.9 所 示 ,… ¿B = ¿C A 


1 = A ¿ Saasc _ AB - BC Saane _ 
. 由 三 角形 等 角 定理 得 :Se - a ,而 Se = 1 


AACB S sace 
. AB + BC _| 
`` AC: CB ` B C 
~. AB = AC. Hia 
例 2( 等 腰 三 角形 的 性 质 定理 ) AABC H, # AB = 
AC, 则 ZB= ¿ C. 


== . S 
证 明 : 如 图 2. 9 所 示 , 由 AB = 4C ABBE -= 1, 而 see aq, Same, 


S AACB Š AACB 


人 : 2 ,又 由 三 角形 等 角道 定理 得 ， ZB= 人 C 或 LB+ 人 人 C=180", 而 上 B+ 人 C= 


180° 不 成 立 , 所 以 LB= 4C. 
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U = @r= st = 


例 3( 三 角形 内 角 平 分 线 定理 ) ”如 图 2. 10 所 示 , 若 AD 是 人 4BC 的 人 4 的 平 


BD _ AB 
分 线 , 则 Fc AC 
A 证 明 : 如 图 2.10 所 示 ， 
“Q … AD E: AABC 中 人 4 的 平分 线 
 Z1l1= Z2,Bl Z BAD = ZDAC 
B D c 
¿ heia ¿a Saa _ AB + AD _ AB 
图 2.10 -S 由 三 角形 等 角 定理 得 :5 =AD.AC™AC 
.. Saanp _ BD 
i S Apac DC 
.BD _ AB 
`` DC ` AC 
例 4( 三 角形 内 角 平 分 线 逆 定理 ) 如 图 2.10 所 示 , 若 也 为 A4BC 中 边 BC 上 
的 一 个 点 , 且 满足 P29 =42, 则 AD 是 A4BC 的 人 4 的 平分 线 


Š BD BD _ AB 
i . <| Ey AED = — = =: 
证 明 :如 图 2. 10， Sanace DG'DG AC 


. Saa _AB _AB > AD 

U Sac AC AD: AC 

… 由 三 角形 等 角道 定理 得 : Z 1 = Z2 , B) Z BAD = Z DAC sk Z 1 + Z2 = 180°, 
EJ Z BAD + 4 DAC =180° 

… ZA E: AABC 的 内 和 角 

<. Z A=180° , B|] Z1 + 人 L2 关 180°, 也 就 是 LBAD + Z DAC=180° 

<. Z1= Z2,ËB|| ¿Z BAD = Z DAC 

<. AD 是 人 4BC 的 人 4 的 平分 线 . 

例 5( 三 角形 外 角 平 分 线 定理 ) ”如 图 2.11 所 示 ， 


# AD 是 人 4BC 的 人 4 的 外 角 平 分 线 , 则 人 2 = 4 
证 明 : 如 图 2.11, 在 BA 的 延长 线 上 任 取 一 点 E, 连 
接 DE 
… AD E: AABC P ZA 的 外 角 平 分 线 
.LZ1= ¿2 ,B[|] ¿Z CAD = Z DAE 


… 由 三 角形 等 角 定 理 得 : 
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第 2 章 REL a a 


S AB 
n Dx Qp same 4E 
S aac AC 


.. Saa _ BD 
Simc DC 


例 6( 三 角形 外 角 平 分 线 逆 定理 ) ”如 图 2. 11, 若 刀 是 A4BC 的 BC 边 延 长 线 


上 的 一 个 点 , 且 满 足 22 = TA. N AD 是 A4BC 的 人 4 的 外 角 平 分 线 


证 明 : 如 图 2.11, 在 BA 的 延长 线 上 任 取 一 点 ,连接 DE. 


Saa BD 
Pat BD epy 
Saaco DC 


. . 万， Sapa _ BD AE 
一 山 +@ 得 :3 DE AB 


_BD AB 


` DC AC 

,Same _AB AE AE _AE -AD 

` Samce AC AB AC AD-AC 

… 由 三 角形 等 角 逆 定理 得 :上 1 = 上 2, 即 LC4D = Z DAE sË Z 1 + Z2 = 180°, 
EP Z CAD + Z DAE = 180° 

… ZA E. AABC 的 外 角 

<. Z CAE=180° , B|] Z1 + Z2180° , tB: Z CAD + ¿Z DAE=180° 

<. Z1= Z2,B[] Z CAD = Z DAE 

~. AD 是 人 4BC WJ Z A 的 外 角 平 分 线 

有 了 例 5 和 例 6 的 结论 ,我 们 便 可 轻松 证 明 阿波 罗 尼 斯 定理 . 

例 7( 阿波 罗 尼 斯 定理 ) EDA P 到 两 定点 A.B 的 距离 PA , PB 的 比 等 于 定 


iea m#Æn), WA P 在 把 线段 AB 内 分 和 外 分 成 定 比 二 的 两 个 点 的 连接 线段 为 直 
径 的 圆 上 . 
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P 证 明 : 如 图 2. 12, 在 人 4PB rh ,4E ZP 的 内 角 
AN 平分 线 PC 交 AB 于 点 C, 则 由 三 角形 内 角 平 分 线 
4 D EMH 
AC _ AP AP_m 
AC AE hama, 
. AC _m 
图 2. 12 a CR” E 
FMES ¿ P 相 邻 的 外 角 平 分 线 PD 交 直 线 AB 于 点 D, 则 由 三 角形 外 角 平 分 线 
a AD _ AP 
EHI: BD PR 
AD_ m 
BD n 


~ Z1= Z2,Z3= Z4,Z1+ Z2+ 23+ 44=180° 

<. Z2 + Z3 =90°, E} Z CPD =90° 

o A P EIERE AB 内 分 和 外 分 成 定 比 关 的 两 个 点 C, 的 连 线段 CD 为 直 
径 的 圆 上 . 


例 8( 三 角形 重心 定理 ) 如 图 2.13, 若 是 A4BC 的 重心 ,4D,BE CF 分 别 是 
AABC 三 边 BC,C4,48 的 中 线 , 则 : 


GD GE GF 1 


证 明 : 如 图 2. 13,… AD, BE, CF 分 别 是 f \ 
AABC 三 边 BC, C4,4B 的 中 线 , 则 点 D,E,F 4 C 
分 别 为 BC,C4,48 的 中 点 

“+ S acen = Š AGDC >Š AGEC = Š AGEA S acar = Š AGBF 图 2. 13 


zs BD SAmc CE Sacec 
三 角形 共 边 定理 得 :1 = 天 = ,] = 二 -= 
. a a a a 


z- S agac = SAcac ,SAcac = S aarc ™S acen =SAcpc = Š AGEC =S Acra = Sacar = S Acer 


.. AG _ Same 

GD S ABDe 
而 S ABAG = 2SAcsp 
人 
-eDi PEE T CE T 


例 9( 三 角形 全 等 的 判定 ) 
QD" 角 边 角 ” 判 定 定理 (a. s.a) :如 图 2. 14 ,两 角 夹 一 边 对 应 相等 的 两 个 三 角形 
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第 2 章 不 面 几何 问题 区 2 


全 等 , 即 在 A4BC H AA'B'C' H, r LA = ZA',. 4B = A¿B',AB =A'B', N] AABC 


AA'B'C’ 
A A 
N. AN c 
图 2. 14 
证 明 : 如 图 2. 14， 
Z A= ZA", z B= Z B 
GS 


Saane AB .4C Saasc AB - BC 
HZA= ZA', Z B= ¿ZB'ƏS aarc = , , + ry = t f , , 
Sxape A'B’ A'CG' Saepe A'B' + B'C 


` AB =A'B' 
S saec AC SAac BC 


Sarwe A'C’ Sarwe B'C' 
AC BC 


“ACT BC 


z ,Snagsc _ BC-AC 
又 由 ZC= ¿C a w =C AC 


. _ BG + AG _ AG. _ BC 
“BCO-AC AC BC 
<». AABC AA'B'C'. 
Q@"* 角 角 边 ”(a. a. s) 判定 定理 :如 图 2. 15, 两 角 和 一 边 对 应 相等 的 两 个 三 角形 

全 等 , 即 在 A4BC 和 A4'B'C' 中 , 若 L4= ZA', Z B= ZB',BC = B'C',JIJ AABC+ 


AA'B'C". 
A A 


图 2. 15 


AC =A'C',BC =B'C 


证 明 : 如 图 2.15, 
4=L4,LB=LB 
n ZG= AC B Z B= ZB 
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IEE” e GE 


SAABC - AC 
Sarpe A'C' 
Š AB - AC 
= A' AABC z 
又 由 ZA £ i A'B’ R A'C' 
AB AC AB » AC 


CABAC ABAC 

<. AC =A'C' AB =A'B' 

'. AABC=< AA'B'C' 

ODAH (s. a. s) 判定 定理 :如 图 2. 16 ,两 边 及 其 夹 角 对 应 相等 的 两 个 三 角 
形 全 等 , 即 在 A4BC 和 A4'B'C' 中 , 若 L4= LA4',AB=4'B',AC =A'C', 则 人 ABC= 
AA'B'C'. 


同 理 ,由 LC= ZC',BC = B'C'Ə 


A' 


Fa 
> < C B' C! 


图 2. 16 


B 


证 明 : 如 图 2.16, 

w LA= LA 

<. AC =A'C' ,AB =A'B' 

… 将 点 4 放 在 4' 上 ,点 下放 在 有 上 ,点 C E A'B' RII EA B' 同 侧 

w ZA= LA 

< C 重合 于 C', 从 而 BC 重合 于 B'C' 

. AABCS AA'B'C' 

Dh” (s s. s) 判定 定理 :如 图 2. 17 ,三 边 对 应 相等 的 两 个 三 角形 全 等 , 即 

在 A4BC 和 A4'B'C' 中 , 若 4B =4'B' ,4C=4'C ,BC =B'C' W) AABCS AA'B'C'. 


A 
A A' 
AR 2 É 
; B< ——cry 
B C B' C La ' 


` 
图 2.17(1) 图 2.17(2) 
证 明 : 如 图 2.17,… AB =A'B',AC =A'C',BC =B'C' 
把 B' 放 在 B 上 ,C' 放 在 C 上 ,A' 放 在 BC 所 对 4 的 异 侧 4”" 上 ,如 图 2. 17(2) 
<. AB = A”"B,AC =A"C, Z B'A'C' = Z BA"C> Z BAA" = Z BA"A , Z CAA" = Z CA"A 
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%2% PEL A 


~ Z BAA" + Z CAA" = Z BA"A + Z CA"A,B} Z BAC = Z BA"C = ZB'A'C' 

即 得 到 Z4 = Z¿A' 

“AB=A'B’',AC =A'C',BC =B'C' 

`. 由 @(s,a,s 判定 法 ) 得 : AABC S AA'B'C' 

(@" 角 边 边 ”(a. s. s) 判定 法 :如 图 2.18, 在 A4BC 和 A4'B'C' 中 , 若 4B =A'B', 
BC=B'C',A/A= /A',H ZC + ZC'180°,JIJ AABCo AA'B'C'. 


we S, 


图 2.18 
证 明 : 如 图 2.18,… ZA= ZA',AB =A'B',BC =B'C' 
“由 三 角形 等 和 定理 得 := 外 = 

. 由 三 角形 等 角 逆 定理 得 : Z C = LCR LC + LC =180°, 而 题 设 中 人 C+ 
Z C'#180° 

` ZG = Z G”, Z B= z B: 

`. 由 以 上 @ 中 (s. a. s 判定 法 ) 得 :A4BC 产 A4 BC 

例 10( 三 角形 相似 的 判定 ) 

全 判定 定理 1 :如 果 一 个 三 角形 的 三 个 角 和 另 一 个 三 角形 的 三 个 角 对 应 相等 ， 
那么 这 两 个 三 角形 相似 , 即 如 图 2. 19(1) ,在 A4BC ge B'C' 中 ,车 44= Z¿A', 
LB= ¿B',ZC= LC', 则 AABC—~AA'B'C.. 


A A 
A/N c 


图 2. 19(1) 
证 明 : 如 图 2.19(1),… 24=L4',LB=LB ZLC=LC' 


a Sam 4B.4C _ AB:BC BC.4C 
s HS 角形 等 角 定 理 得 :5 S nia AB a A' e TA'B’. B'C' BC" AC 


B c 


AB _ AC _ BC 
A'B' A'C' B'C' 
. 由 两 个 三 角形 相似 的 定义 知 : AABC-— AA'B'C' 


EI” =s @rz == 


@ 判 定 定理 2: 如 果 一 个 三 角形 的 两 条 边 和 另 一 个 三 角形 的 两 条 边 对 应 成 比 
例 , 并 且 夹 角 相 等 ,那么 这 两 个 三 角形 相似 . 即 如 图 2. 19(2) ,在 A4BC 和 A4'B'C 


AB 


中 , 若 L4= ZAA FU 


AC 
=——,JIIJIAABC-— AA'B'C' 
yoM . 


图 2. 19(2) 
证 明 : 如 图 2.19(2) ,在 48,4C 上 分 别 截 取 4M =A'B',AN =A'C' i£% MN, H 
ZA= Lh' 得 : AAMN= AA'B'C' 
`. Z AMN = Z B', ¿Z ANM = Z C' 


连接 BN, CM 
AB _ AC 
` A'B' A'C’ 


. AB _AC_ AM _AN 


`AM AN AB ` AC 


yg AM _ Sanm AN _ Saman 
AB San AC Samce 


` = SS na =S amc ™S anan +S anue =S aman +S Amnc 

z S anue = Š amc 

… 线段 MN ,BC 在 同 侧 

… 由 等 积 移动 定理 得 :MN// BC 

“. LB= ZAMN= ¿B',ZC= LANM= ¿Z C' 

`. 由 以 上 判定 定理 1 jä AABC~^ AA'B'C' 

加 判定 定理 3: 如 果 一 个 三 角形 的 三 条 边 和 另 一 个 三 角形 的 三 边 对 应 成 比例 ， 
那么 这 两 个 三 角形 相似 . 即 在 A4BC 和 AA4'B'C' 中 , 若 如 ;= ZC. = BC, W 
AABC—A'B'C'. 

证 明 : 如 图 2.19(2) ,在 4B,4C 上 分 别 截取 AM =4'B',AN =A'C', 连 接 MN, W 

AB AC BC ua AB AC AM AN 


HTAC BC AM AN” AB” AC 


… 由 判定 定理 2 中 的 证 明 可 知 :MNV BC 
<». Z B= ZAMN, ¿Z C = ¿ANM 

又 … ZA(2: 1) 

… 由 判定 定理 1 知 : AAMN— AABC 


BC _ BC 


`” B'C' MN 
从 而 得 MN =B'C', AAMN= AA'B'C' 
<. AABC-A'B'C' 


AB 


@ 判 定 定理 4: 如 图 2. 19(1) ,在 A4BC 和 A4'B'C' 中 , 若 4 = ZA = 


E 4C + Z C'#180°, 0] AABC^ AA'B'C'. 
; a -pai AB _ BG 
证 明 : 如 图 2.19(1),… ZA= ZÀ pp pE 


“由 三 角形 等 角 定 理 得 := 各 -4 = 
又 由 三 角形 等 角 逆 定理 得 :上 LC = LC' 或 C+ LC =180°, 而 题 设 中 人 C+ 
Z C'180° 
š Z G= z @ 
5 £ B= 2 B' 
… 由 判定 定理 1 HI: AABC- AA'B'C' 
例 11 (平行 线 与 比 的 关系 ) (1) 在 A4BC 中 ,如 图 2.20, 若 DEVBC, 则 : 
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A 证 明 : 如 图 2.20,:: DE // BC 
x N .由 等 积 移动 定理 得 :Swe = Sace 
D E 


AD _ Saga AE _ Sane S 
B C 


. Saga _ Same 
SAEBD Sapgc 
.4D _AE 
图 2. 20 ~“ DBT EC 
@. AD = Saran AE _ Sane 
AB Sarg AC Sanc 


,而 S asne = S Acne 


c S aean + Saen =S aean T Š ACDE=?Š aeae = Š ADAC 


@-- BD _ Saes EC T SApgc 


"ABT Saran `C Same 由 以 上 @ 知 :SAspe = S acne » Ù AEAB = Spac 


.Saggp z S anec 


S arag S amac 


. BD _ EC 
`` AB AC 
AD AE 
> —— = PAN 

@ 由 以 上 @ 知 :全 = 和 ,而 人 4( 公 用 ) 
.. AADE ”AABC 

. AD _ DE 

`` AB BC 


(2) 在 A4BC 中 :如 图 2. 20 所 示 . 


„AD AE 
2 EE jj 
着 8 roM DE // BC. 
证 肯 :… AD _ Sasan AE _ Same AD _AE 
` DB Sag EC Sapa DB EC 


i S aean _ Sape 
SAggD S Anec 


c. S AnpE = Š ACDE 


… 线段 DE , BC 在 同 侧 
… 由 等 积 移动 定理 得 :DEV BC 


第 2 章 平面 几何 问题 ， 


arap AE _ S ADAE AD _AE 
arag AC Same 'AB AC 


证 明 :… AB = 


9 S 
. S AEAD _ OADAE u ú 
"3 =š >S aeae =S anac ™S aean +S are = Š aean T Š acne 
AEAB ®© ADAC 
s. SABpE = Š ACDE 


… 线段 DE ,BC 在 同 侧 
… 由 等 积 移动 定理 得 :DEV BC 


,BD EC 
| 
GE” 146, 则 DE // BC. 


. BD EC 
证 明 :… 45 =4C 

.AB-AD_AC-AE ,| _AD_|_AE_AD_AE 
AB ~ AC ” AB AC AB AC 
… 由 上 题 @ 的 结论 得 :DE// BC 


例 12( 三 角形 中 位 线 定理 ) 如 图 2.21, 在 A4BC 中 ,车 D,E 分 别 为 边 AB ,4C 
的 中 点 , 则 DEL3BC. 
证 明 : 如 图 2.21,…D,E 分 别 为 边 4B,4C 的 中 点 


… 由 例 11( 平 行 线 与 比 的 关系 )(2) 中 四 的 结论 知 :DEV BC 
Re LACA) 
`. AADE AABC 


. AD _DE_ DE _ 1 
“AB BC BC 2 


+, DEL. 1 pc 
2 
D C 
p E SeT 


Æ 2.21 图 2. 22 
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例 13 (平行 四 边 形 的 性 质 定理 :平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 ) ”如 图 2. 22, 
已 知 4C,BD 是 平行 四 边 形 ABCD 的 两 条 对 角 线 , 且 4C 与 BD 相交 于 点 O. 求证 : 
AO =0C H. BO = 0D. 


S 
证 明 :如 图 2. 22 ,由 三 角形 共 边 定理 得 2 _ 口 A48D 
““ BC/ AD 
… 由 等 积 移动 定理 得 :Sygc = S aaco A: H AB// CD=S Apae =S Acan 
,Saagp _ Sacs -1 


S ACBD Saagc 


p 人 = 1, 即 AO = 0C, 同 理 可 证 :BO = 0D 


<. AO =0C R. BO = 0D. 


2.1.3 运用 面积 法 ”研究 平面 几何 中 的 “面积 、 比 值 、 
平行 ”等 问题 
例 14 如 图 2.23 ,已 知 三 角形 ABC 两 边 4B ,4C 的 中 点 分 别 是 D,E ,线段 BE 
和 CD 相交 于 点 ,求证 :CP =2PD. 


Soti 
证 明 :如 图 2. 23, h EAEE: EE = 22... g 3 AC 的 中 点 


1 
c. Sacer =S aaee = FS aane 
又 …D 为 4B 中 点 


1 1 S aps 
C S apee = J S AABE = goa "So =2,CP =2PD 


图 2.23 图 2.24 
例 15 如 图 2.24, 设 D,E 为 三 角形 ABC 两 边 4B ,4C 上 的 点 , 有 AD = ADB, 


AE =pEC ,线段 BE 和 CD HFA P REEN. 


B 


34 


第 2 章 平面 几 何 问题 区。 


ER CP S S S 

分 析 : 如 图 2. 24 ,连接 DE, 由 三 角形 共 边 定理 得 :CP = Sace Sace ,Se - 

PD S ADBE S AABE ADBE 

CE AB 
EA BD 

`: AD = ADB ,AE = EC 

.CE AB_ 1 A+l_A+1 

“EA BD u 1 u 

.CP _A+l 

“PD pu 


例 16 如 图 2.25, 已 知人 4BC 是 等 腰 直 角 三 角形 ,上 人 C=90?", 在 BC 边 上 取 一 
ç "P: AP 
点 及 ,使 CM =2MB, 过 C 作 M4 的 垂 线 与 斜 边 AB 交 于 点 P, 求 55 的 值 . 
AP SAcp Saca Samac 
解 : 如 图 2.25 ,5 = = ° 
PB SAcep “Sawa Sacer 
"< Z C =90°,MA 1 CP 
<. L1 + Z2 =90°, B} Z MAC = Z BCP, ¿Z ACP = /AMC 
… 由 三 角形 等 角 定理 得 : 
S Acap - S aacr < AC - CP 
S amac Sac AM MC 
Samac Samac MA : AC 


ACBP SAacp BC- CP 
N AP _ AC» CP . MA » AC 
` PB AM-MC BC.CP 


由 题 意 知 :4C = BC, MC = 2 pC 


U 


3 
AP_AC_3 
PB MC 2 
B 
M 
$ < 
Ó 
LS 和 A 
A C 
图 2.25 
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例 17 如 图 2. 26 ,四 边 形 4BCD 中 ,4D = BC, 另 两 边 4B,CD 的 中 点 分 别 为 M 
N, 延 长 AD ,BC 分 别 与 直线 MN XF P,Q 两 点 ,求证 :PD = QC. 


S AMN 
证 明 :如 图 2. 26, 连 接 AN, DM, CW,BN, 由 三 角形 共 边 定理 得 :05 = ge 


“… M,N 分别 为 4B,CD 的 中 点 
D S AAMN = S A BMN sS ADMN = S AcmN 
Ç S AAMN _ Sasu 


S ADMN Š ACMN 


E 


PA =PD + DA (PD = QC 

QB = QC + CB 

DA = CB 

例 18 如 图 2.27, 已 知 M 是 三 角形 ABC BJ AC 边 的 中 点 ,过 点 M 任 作 一 直线 
与 4B 边 交 于 点 已, 与 BC 边 的 延长 线 交 于 点 Q , k 


AP _ CQ 
HE: pB = pO 


证 明 : 如 图 2. 27 ,连接 AQ , PC 
_ AP SAop Sagar | Sagre _ AM .CQ y 


p A AUE M 是 
m 2.27 PB Sagre Sagre Sagre “MC BQ’ 
AC 边 的 中 点 
. AM , CQ _ CQ 
<. AM = me, E. BQ ` BỌ 
. AP _ CQ 
`` PB ` BQ 


S 9 
— PA Z AP S naM _ S namo SAcwo AM CO 
一 ZJE *—— . 一 ° 
由 三 角形 共 边 定理 得 :56 S nu Snae Sam MC BO 
` M 是 4C 边 的 中 点 


AM , CQ _CQ 
“eM E pO BG 


. AP _ CQ D c 


"PB BỌ S N 
例 19 如 图 2. 28, 已 知 梯形 ABCD 对 角 线 交 于 — 
点 0, 过 点 0 作 平 行 于 梯形 下 底 AB 的 直线 与 两 腰 4 B 


AD,BC 交 于 点 M,N, 求 证 :MO = ON. 


图 2. 28 
证 明 : 如 图 2. 28 ,连接 AN, CM ,由 三 角形 共 边 定 
A MO S Amac 
理 得 二 = 二 一. 
ON Samce 
` S amac =S aano 十 SAcwo 
S saon = S samo T Š Anno >S amc =9Aaop 
MO // DC , 由 等 积 移动 定理 全 Secwo = S Apio 
S anac = S acon f Š AA0N 
EE: S Asoc =S acon +S ason 一 SAmc = Š AB0C 
由 NO // ABS sson = 人 Asow 
. MO _ Samce 3 S saon - S nape -S acon 
` ON Samac S Apoc S Agpc -= S apoc 
又 由 DC // AB5S sanc =S Appc 
MO 
“+ S aane — S acon =S agnc 一 Sacor ON =1 
<. MO = ON 
例 20 如 图 2.29, 已 知 A4BC 的 顶 角 4 的 平分 线 为 4D, 它 的 内 心 为 0, 求证 : 
AB+AC AO 
BC OD 
A 证 明 : 如 图 2. 29 ,连接 BO ,CO 
“0 是 和 人 4BC 的 内 心 
… BO ,CO Fal LB, LC 的 平分 线 
<. Z ABO = Z DBO, Z DCO = Z ACO 
S AB « BO AB 
c _ AA0B _ _ 
B D sia F BD BD 
è > 
E 2. 29 Saa _ AC : OC _ AC 
由 人 DCO = a =0C . CD ` CD 
S aaor +S aroc _AB+AC _AB +AC_ Saec — Sasoc _AB+AC S sanc _— = AB +AC 
Sason tŠapoc BD +DC BC S a Boc BC SAaoc BC 


“7 @T= sr z 


又 由 三 角形 共 边 定理 得 :Sat = AD 
ABOC 
; AD _ 1 _4B +AC_ AD -0D _ AB +AC 
`` OD BC OD BC 
.AB+AC _ 40 
© BC OD 


例 21 如 图 2.30, 已 知 4,8,C 三 点 在 直线 站 上 ,D, 忆 ,下 三 点 在 直线 上 ,并 
HAE // BF ,BD // CE. 

求证 :4D//CF. 

分 析 :AD// CFS sanc =S sanr- 

证 明 : 如 图 2. 30 ,连接 BE,CD,AF, 

* BD/ CE,.. 由 等 积 移动 定理 全 SAcenp =S Aeg 


P >S aape = Š AEBD +S aaen = 
S aane =S acen +S aag | BA A ë 


S 四 边 形 48ED 


由 AE/ BF=S =S 
同 理 : Bra >S aran = Š ADAE +S ABAE 三 号 四 边 形 4BED 
Saran = S Apae + S Arae 


7 S aape = S aAApF 
又 …47D,CF 在 同 侧 
… 由 等 积 移动 定理 得 :4D// CF 


图 2.30 图 2.31 
例 22 如 图 2.31, 已 知 X,Y,Z 分 别 是 A4BC 三 边 BC,C4,4B8 上 的 点 , 且 BX = 
XC,CY =2YA,AZ =3ZB. 
问 直线 AX , BY , CZ 围 成 的 三 角形 面积 是 三 角形 ABC 的 面积 的 几 分 之 几 ? 


ppsa _ Sasuc +S same +S name -1 „Samec Saam -1 442 AY 


= + 
SAawc SABpuc S Apuc S Apuc BZ CY 
`: CY=2YA,AZ =3ZB 
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AZ AY 1 9 S 9 2 

| tpztcy l +3 + 7 =7 i a 2 SS suc = Q Š masc 
A s 
osam _ S sanc + Š aane + Š ABNC -1 „Saame p Sam -1 ¿8X BZ 
SAANC SAANC S sanc S AANC XC ZA 

“* BX = XC ,AZ =3ZB 

BX BZ 1 7 S T 
-l tYC ZA =l + 3 +] = 3 =ç = 3 =Š ANC TS sanc 


A4NC 


Sac _， Same | Š CY CX 
OFM: OABC _] + 二 ALC U AAC J + i pe 
Sana SAABL S ang AY * XB 


1 


s. S aast = goas 


2 3. 1 25 
综合 以 上 中 ,@,@@ 得 :SArww = |: -| səs = 2525 anc 


9 7 4 
例 23 如 图 2.32, 在 A4BC 内 任 取 一 点 4 
尸 ,连接 AP,BP,CP SIZIF X,Y,Z. 
了 
PX 2Y PZ Z 
求证 :4X `AX + BY on 
证明: 如 图 2.32, 由 三 角形 共 边 定理 得 。 。 人 |” 一 
B C 

PX _ Sapac 
AX Sac 图 2. 32 
PY _Samc PX PY PZ_ Sappc + Sapac tSapa _ Š AABC ui 
BY SpAc AX BY CZ S Mpc Shae 
PZ _ Sapa 
CZ Saca 

.PX aY. PZ 

.4X+B7+CZ=1 成 立 . 


2.1.4 运用 面积 法 ”研究 梅 涅 劳 斯 定理 和 锡 瓦 定理 

例 24( 梅 涅 劳 斯 ( Menealaus ) 定理 ) ”如 图 2. 33, H2 1# AABC 的 三 条 边 AB, 
AC,BC( 或 其 延长 线 ) 所 得 的 交点 分 别 为 X,Y,Z, 则 : 

AX BZ .CY 

XB ZC YA 

证 明 : 如 图 2.33, 


=1 


CU ms GE 


=1 
SAxcz SIR ZC YA Sap 


SAcxz S AAXZ 


AX 

XB 

BZ _ Sapxz _AX. BZ CY _ Saaz s S Apxz š SAcxz 
ZG 

CY 

YA 


. AX BZ CY | 成 立 

“XB ZC ya 7| BX. 

有 了 梅 涅 劳 斯 定理 , 即 可 证 明 梅 涅 劳 斯 逆 定 理 ,从 而 得 到 一 个 “三 点 共 线 "的 
判定 定理 . 


图 2.33 图 2.34 
例 25 ( “三 点 共 线 "的 判定 定理 : 梅 涅 劳 斯 逆 定 理 ) ”如 图 2.34, 已 知 X,Y 分别 


为 A4BC 的 边 4B ,4C 上 的 点 ,Z 为 BC 延长 线 上 的 点 , 若 鱼 BZ. CY O 则 X,Y， 


XB ZC YA 
Z 三 点 在 同一 条 直线 上 . 


证 明 :如 图 2. 34, 设 延长 ZY 与 AB 相交 于 点 X ,由 


BZ . GY .BZ. CY 
ZC ` YA = 1 ,由 题 设 知 :5 ‘XB ` ZC ` YA =l 
„AY BI. 
“XB XA ` 


7. A X Ejyq X' T 
v X,Y,Z 三 点 在 同一 条 直线 上 
. X,Y,Z 三 点 在 同一 条 直线 上 . 


A 例 26 如 图 2. 35, 若 人 4BC 的 

ZB, ZC 的 平分 线 与 对 边 的 交点 分 别 

为 E,F, 与 <4 相 邻 的 外 角 平 分 线 与 对 

B C 边 的 交点 为 D, 则 D,E,F 三 点 在 一 条 直 
图 2.35 线 上 . 
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证 明 :如 图 2. 35， 
CE BC 
OD 
BE E: Z B 的 平分 线 AF _ AC 
由 CF 是 C 的 平分 线 — |əssg pc |, 
AD 是 与 4 相 邻 的 平分 线 | BD 4B @ 
CD AC 
Q x Q x @ 


AF ,BD CE_AC AB BC 
FB ` CD EA BC AC AB 

… 由 梅 涅 劳 斯 道 定理 知 :D, 尼 , 严 三 点 在 一 条 直线 上 . 

例 27 设 歼 为 平行 四 边 形 ABCD 内 一 点 ,过 点 引 AB 的 平行 线 与 AD ,BC 的 
交点 分 别 为 天,C, 又 过 点 五 引 4D 的 平行 线 与 4B,CD 的 交点 分 别 为 F,H, WJ FK, 
BD,GH 这 三 条 直线 互相 平行 或 者 它们 相交 于 一 点 . 

WERA : Dik BD/FK, 如 图 2.36(1): 

KG//AB=AK = BG 
FH//AD>AF = DH 
由 pp FKk= AK _AF =c “DC 
AD ` AB 
AB =DC,AD = BC 


又 由 平行 线 与 比 的 关系 知 :FK// BD // GH. 


B Ç c 
图 2.36(1) 图 2. 36(2) 
@) 设 BD 与 FK 相交 于 点 0, 如 图 2.36(2) ,由 梅 涅 劳 斯 定理 得 : 
AF .BO DK_| 
FB OD KA ` 


y KC/ABY_AF=DH,FB=HC|_ DH .BO 
FH//AD px = GC ,KA = BG uc OD 


知 :G6,H,0 三 点 在 一 条 直线 上 . 


:8 =1, 又 由 梅 涅 劳 斯 逆 定 理 
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`. FK,BD,GH 这 三 条 直线 相交 于 点 O. 

ZAO, @ 8: FK,BD ,GH 这 三 条 直线 互相 平行 或 者 它们 相交 于 一 点 . 

例 28( 锡 瓦 定理 ) ”如 图 2.37, 在 人 4BC 内 任 取 一 点 0, 连 接 40,B0,C0 或 其 
延长 线 与 对 边 的 交点 分 别 为 D,E,F, 则 : 


AF BD CE | 
- FB DC EA 
证 明 : 如 图 2.37 ,由 三 角形 共 边 定理 得 : 
AF _ Sam 
FB ~ Sagoc 
BD _ Sun 804 ,A BD CE _ Sac J S A Boa F SAcos 3 
DG Saco FB DC EA Sago¢ Saco Saros 
CE _ Sacos 
EA So 
AF BD CE Ee 


图 2. 37 图 2. 38 
例 29(“ 三 线 共 点 ”的 判定 定理 ) ” 锡 拟 定理 的 道 定 理 . 如 图 2.38 ,在 A4BC 的 
iB BC .4C.4B 上 分 别 取 点 D,E,F (4E . 82 CE -1 WHA AD,BE,CF 相交 于 


FB DC EA 
一 点 . 
证 明 : 如 图 2. 38, 设 AD,BE 的 交点 为 0, 延 长 CO 5j AB 的 交点 为 Pr, 则 由 锡 瓦 
gn 人 
.4F' BE, 
“FB FA 
n F 5; FES 


… 直线 4D,BE,CF' 相 交 于 点 0 

… 直线 4D,BE ,CF 相交 于 点 O. 

例 30 ”如 图 2.39, 已 知 4D,BE,CF 是 A4BC 的 三 条 中 线 . 
求证 :4D,BE,CF 相交 于 一 点 


证 明 : 如 图 2.39,… 4D,BE,CF 是 人 4BC 的 三 条 中 线 
也, 天 ,下 分 别 为 A4BC 的 三 边 BC,4C AB 的 中 点 


.AF _BD_CE_| AF BD CE 
“FB DC EA FB DC EA 


… 由 锡 瓦 逆 定 理 知 :4D,BE CF 相交 于 一 点 . 


=] 


B D 
图 2. 39 图 2. 40 
例 31 如 图 2.40, 在 人 4BC 的 边 BC 上 取 一 点 D, 设 人 4DB, ADC 的 平分 线 
与 4B ,4C 分 别 相交 于 点 F , E. 
求证 :4D,BE ,CF 相交 于 一 


PI 


证 明 : 如 图 2.40, 
AF AD 
E FB = BD a D 
aaka FE ye AF , CE _DA DC DC... Q 
DE k: Z ADC 的 平分 线 】 KA 7 DA @[ FB EA BD DA BD 
Dx 


PEE BD,„ AF BD CE 
@ 式 中 两 边 同时 乘 以 FC 得:F5' DC’ FA! 


… 由 锡 瓦 逆 定 理 知 :4D,BE ,CF 相交 于 一 点 . 


例 32 如 图 2.41, 设 和 4BC 的 三 边 BC,AC,AB A 
与 内 切 圆 的 切 点 分 别 为 D,E,F, 则 4D,BE,CF 相交 
于 = F E 


证 明 : 如 图 2.41,… BC,CA,AB 是 圆 的 三 条 切线 
<. BD = BF,AE =AF ,CD = CE 


.AF BD CE_AF BF CE -1 
` FB DC EA FB CE AF 图 2.41 


… 由 锡 瓦 逆 定 理 知 :4D,BE ,CF 相交 于 一 点 . 


2.1.5 运用 “面积 法 ”研究 基本 几何 不 等 式 
et ii 和 AA'B'C' 中 ,着 LB>LB' 有 HLB+ 


° [HI S AABC 4 有 .BC 
Z B' <180 WAS FP >R. BC 


DEEL IEEE? 


由 这 个 定理 可 以 证 明 一 系列 基本 几何 不 等 式 . 

例 33 (1) 求 证 :在 任意 三 角形 中 ,大 角 对 大 边 . 

已 知 ,在 人 4BC 中 ,LB> 人 LC, 求证 :4C > 4B. 

证 明 : 把 A4BC,A4CB 看 成 两 个 三 角形 ,因为 B+ 4C<180°, 由 三 角形 等 角 
道 定理 的 预备 定理 得 : 


Š 
1 = D AAB TH 所 以 4C > AB. 


(2) 求 证 :在 任意 三 角形 中 ,大 边 对 大 角 . 

已 知 ,在 和 人 4BC 中 ,4C >4B, 求 证 :LB> 人 人 C. 

证 明 :( 反 证 法 ) 如 果 假 设 4C >4B, 但 LB 不 大 于 4C, 有 两 种 可 能 : 

LB = LC, 这 时 必 有 4C =4B, 这 与 已 知 条 件 AC > AB 矛盾 . 

加 LB< LC, 由 于 大 角 对 大 边 ,所 以 有 AB > 4C, 这 与 已 知 条 件 AC > AB 矛盾 . 
所 以 假设 4C > 4B, 但 LB 不 大 于 LC 不成立 ,所 以 只 有 LB> Z C. 

例 34 在 任意 三 角形 中 ,任意 两 边 之 和 大 于 第 三 边 . 

已 知 ,在 A4BC 中 ,上 L4<LC,LB< ZC. 

求证 :4C + BC > AB. 

证 明 : 因 为 大 角 对 大 边 ,在 任意 三 角形 中 ,要 证 明 任意 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ,只 
需 证 明 较 小 的 两 角 的 对 边 之 和 大 于 最 大 角 所 对 的 边 即 可 . 

如 图 2.42, 作 A4BC 底 边 AB 上 的 高 CD, 因 为 4< ZC, ¿B< Z C, Z ADC > 
ZACD, H Z ADC + 4CD<180", 所 以 由 三 角形 等 角 逆 定理 的 预备 定理 得 : 


S Aapc „4D + DC _AD 
Soati >” AC- DC AC’ 


所 以 4C+BC>4D+BD=4B, 即 在 任意 三 角形 中 ,任意 两 边 之 和 大 于 第 三 边 . 
由 此 也 易 得 ， a ss 角形 中 ,任意 两 边 之 差 小 于 第 三 边 . 


A A 


图 2. 42 图 2. 43 
例 35 在 凸 四 边 形 ABCD 的 平面 内 求 一 点 P, 使 PA + PB + PC + PD 为 最 小 . 
解 :如 图 2. 43, 设 凸 四 边 形 ABCD 的 两 条 对 角 线 相交 于 点 已 , 则 已 即 为 所 求 


l= ,所 以 4C > 4D, 同 理 BC > BD. 


证 明 : 在 凸 四 边 形 ABCD 的 平面 内 任 取 一 点 已 (与 已 不 重合 ) 连接 P'A,P'B, 
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P'C,P'D, 则 PA+PC=AC<P'4+P'C,PB+PD=BD<P'B+P'D. 若 P' 在 对 角 线 
上 , 则 上 述 两 个 不 等 式 中 有 一 个 为 等 式 , 所 以 如 下 关系 总 成 立 : 
PA + PB + PC + PD < P'A + P'B + CP' + P'D 

例 36 在 A4BC 的 BC 边 上 任 取 一 点 D, 求 证 :4D 的 长 度 小 于 4B , AC 中 较 
大 者 . 

证 明 : 如 图 2.44, 记 人 4DB = Z1, LADC = L2, HF ¿B+ ZC <4180° = Z1 + 
ZL2, 所 以 LB< Z1 sk Z C < 2 两 者 中 必 有 一 个 成 立 , 因 此 ,4D < AB sk AD < AC 
必 有 一 个 成 立 . 


B D C 


图 2. 44 图 2. 45 

例 37 已 知 ,在 A4BC 中 ,<4<90°,4B =4C, 过 4 作 有 BC 的 平行 线 AP. 

求证 :4B . AC < PB . PC. 

证 明 : 如 图 2.45, 记 ZABP= Z1, ZACP = Z2, ¿Z BAC = 23, Z BPC = 4. 由 
AB =AC f ¿ ABC = LACB. 所 以 LPBC= Z ABC - ¿1 < Z ACB + ¿2 = ¿Z PCB. 

因此 ,PC < PB- D 

下 面 用 反 证 法 证 明 人 1 < 人 2. 

假设 上 1> Z2,H Z1+ 22 <180°,AP//BC,AB=AC 得 : 


_ Saagp AB ` BP _ BP , | 
: Sas AC I cp ~ gp AM PC > PB, x507, 


故 Z1< ZL2, 所 以 上 3 > 上 4. XAK ZA = Z BAC = 23 <90°, FFL 23 + Z4 < 
180° ,由 三 角形 等 角 逆 定理 的 预备 定理 得 : 

1 = SAE > ABC BIL AB .AC < PB .PC 

例 38 证 明 :在 给 定 了 面积 和 一 边 长 的 所 有 三 
角形 中 ,以 给 定 边 为 底 的 等 腰 三 角形 周 长 最 小 . 

证 明 : 如 图 2.46, 设 A4BC 是 以 BC 为 底 边 的 等 
腰 三 角形 ， 且 S aage 为 定 值 , AP / BC, 则 AppG = 
S nanc ;分别 过 B,C fE: 4B,AC 的 垂 线 与 直线 AP 形成 
等 腰 三 角形 MEF, 即 设 ME = MF =1, 则 : 


I(AB + AC) = 2S A4ME + 25 sam = 2S amer = 2S apem + 2S Apru 


图 2. 46 


PEEL EEEH 


it P J fE PN 1 MF,N HEE, WA AB < PB,PN <PC, H2S peu =1 AB <l 
PB,2S prn =L * PN <L- PC, FREVA 2S apem +2S Apru <L( PB + PC) , BI I( AB +AC) < 
I( PB + PC) ‚tk AB +AC < PB + PC, M míg: 

AB +AC + BC < PB + PC + BC , BIE = fB JÉ ABC 的 周 长 小 于 与 它 等 底 且 等 面 
积 的 非 等 腰 三 角形 PBC 的 周 长 . 


2.2 应 用 “坐标 法 ”研究 平面 几何 问题 


所 谓 坐 标 法 主要 是 指 在 建立 平面 直角 坐标 系 的 基础 上 ,确立 平面 上 的 点 与 有 
序 实数 对 的 对 应 关系 ,因而 实现 了 点 的 “算术 化 ” ,平面 的 “算术 化 ” ,然后 ,又 建立 
起 图 形 与 方程 的 对 应 关系 ,最 后 ,也 是 最 根本 的 ,就 是 通过 方程 的 性 质 来 研究 相应 
的 图 形 的 性 质 . 笛 卡 尔 引 进 坐 标 系 后 ,代数 与 几何 的 关系 变 得 明朗 , 且 日 益 紧 密 起 
来 ,从 解析 几何 的 观点 出 发 ,几何 图 形 的 性 质 可 以 归结 为 方程 的 分 析 性 质 和 代数 性 
质 , 几 何 图 形 的 分 类 问题 (比如 把 圆锥 曲线 分 为 三 类 ) ,也 就 转化 为 方程 的 代数 特 
征 分 类 的 问题 , 即 寻 找 代数 不 变量 的 问题 . 因此 对 于 一 些 复杂 的 平面 几何 问题 可 以 
考虑 用 “坐标 法 "来 研究 ,这 样 能 使 复杂 的 问题 简单 化 ,下 面 就 结合 具体 的 例子 来 
说 明 . 

例 1 (2012 年 江西 理科 高 考题 ) 如 图 2.47(1) ,已 知 五 , 己 是 等 腰 RtA ABC R} 
WAB 上 的 三 等 分 点 , 则 tan LECF =( ). 


4 3 a 3 
AS S O, p.s 


E F 


图 2.47(1) 图 2.47(2) 
分 析 : 不 妨 设 AB =6, 以 AB 所 在 直线 为 x 轴 ,EF 的 中 垂 线 为 y 轴 建 立 平面 直 
角 坐 标 系 , 则 由 题 意 得 :4C = BC =3⁄2,0C = 3, 如 图 2 47(2) ,得 :E( -1,0), 
F(1,0),C(0,3),CE=( -1,-3),CF=(1,-3),CE - CF =8, 
CÈ - CË 8 4 


— 一 一 > 
“cos Z ECF = cos < CË ,CF > = = = 
RIN ss ICËI - ICFI Vi0. vi0 5 
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£ tan Z ECF = Ž 

例 2 求证 : AABC 的 三 条 垂 线 共 点 . 

证 明 : 以 BC 所 在 直线 为 x 轴 ,过 4 作 401LBC 于 0， 
以 40 所 在 直线 为 y 轴 建 立 平面 直角 坐标 系 , 如 图 2. 48, 
令 40=1, 设 B(b,0),C(c,0), 则 4(0,1), 过 B,C 分别 作 
BE LAC FH E,CF LAB FA F, JJ k = -Z ka= = aliii 
直线 BE 的 方程 为 :y =c(x -5b) J 
直线 CF 的 方程 为 :y =b(x -c) y=b(x-c) 


kpr =C,kcr = i=l 一 cx = bx 


“eb 
<. xX=0, 这 说 明 BE 与 CF 的 交点 在 y 轴 上 ,而 40 在 y 轴 上 
`. BE ,CF ,AO 相交 于 一 点 五 , 且 交 点 在 y 轴 上 
… AABC 的 3 条 垂 线 共 点 . 

例 3 已 知 石 ,0',G 分 别 是 人 4BC 的 垂 心 、 外 
心 、 重 心 . 

求证 :(1) AABC 的 一 个 顶点 和 重心 瑟 的 距离 等 
于 外 心 0' 到 这 个 顶点 对 边 的 距离 的 两 售 . 

(2)G 内 分 线段 0' 且 所 成 比 1: 2 

证 明 :(1) 以 BC 所 在 直线 为 x 轴 , 过 4 作 401 
图 2.49 BC 于 点 0 ,以 40 所 在 直线 为 y 轴 建 立 平面 直角 坐 

标 系 , 如 图 2.49, 令 40 =1, 设 B(0,0),C(c,0) WI 


4(0,1) ,过 点 B8 作 BE LAC FA E,D BE 与 40 的 交点 为 有 ,ic = -一 ,jos = e= 


En BE 的 方程 为 :y =c(x 一 b) 
直线 40 的 方程 为 :x =0 
E AEAT eh -be)=l+h i A(0,1) Bth.0y =k. = - AB 


r er aae a -be 


x=0 x =0 


gi aE#k0981kON 5, 中 点 坐标 为 ( 了, 让] 


x= 


AB 的 中 垂 线 方程 为 :y -二 = [zeh 由 B(b,0) ,C(0,c)=BC 的 中 重 线 
= 
y-5 =b(x-b) 
I _b+c a +c 1 +bc 
方程 为 :x = 2 , 联 立 "us , 2 ) 
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O a = @rz = = 


Lth 


… 外 心 0' 到 边 BC 的 距离 = , 故 AH =2 倍 外 心 0' 到 边 BC 的 距离 , 即 
AABC 的 一 个 顶点 和 垂 心 H a Ò 0' 到 这 个 顶点 对 边 的 距离 的 两 倍 . 


(2) h A(0,1),B(b,0), D e ea s). 又 假设 把 0' 有 内 分 为 1: 
b+ 
加 2 _b+c 
s= Jam 73 
点 为 C'(x,y) , 则 ieie 
-b+t2x 3 1 
pe 


al 故 G 点 与 C' 点 重合 


.G6 内 分 线段 0'8 且 所 成 比 为 1 : 2 

例 4 已 知 40 是 A4BC 的 一 条 中 线 . 

求证 :4B* +4C? =2(402 +BO’). 

证 明 : 以 BC 所 在 直线 为 x 轴 ,BC 的 中 垂 线 为 y 轴 建 立 平面 直角 坐标 系 ,如 图 
2.50, 令 BC=2, 则 B( -1,0),C( -1,0) ,又 设 A(a,6), 则 :4B* +AC? = (a +1) + 
b +(a-1)2 +b =2(a +b) +2,2(A0 +BO2) =2(a +b +1) =2(a +b) +2, 
<. AB? + AC2 =2(AO2 + BO’). 


图 2. 50 


例 5 已 知 G 为 人 4BC 的 重心 ,P 为 该 平面 上 任意 一 

求证 :4P + BP? +CP = AG? + BG? +CG +3GP. 

证 明 : 以 BC 所 在 直线 为 x 轴 ,BC 的 中 垂 线 为 y 轴 建 立 平面 直角 坐标 系 ,如 图 
2.51, BC =2, W] B( —1,0),C( -1,0) ,又 设 A(a,b) ,P(x,y), 则 : A ABC 的 重心 


C 的 坐标 为 | 人， 3): AP + BP? + CP = (x-a) 证 


ae 


(x-1)? +y =3(x +y) -2ax -2by +a +b +2 


2 2 


2 2 2 2 _ _ a _ b a ay b 
AC + BË + €G +3CP = [x 3 +(x A + [ 1 ) + (3) + 


[! -aa (3) +3 [S] +[-3) | =3( +y) —2ax —2by + a2 +b +2 


<. AP + BP? + CP =AG’ + BG’ + CG? +3GP2 

例 6 求证 :A48BC 三 边 的 垂直 平分 线 共 点 . 

证 明 : 以 BC 所 在 直线 为 x 轴 ,过 点 4 作 401LBC 
于 点 0, 以 40 所 在 直线 为 y 轴 建 立 平面 直角 坐标 系 ， 
如 图 2.52, 令 A40=1, 设 B(b,0),C(c,0),BC,CA,4AB 


三 边 的 中 点 分 别 为 D,E,F, 则 4(0,1) ,D( 叶 5,0)， 


c 1 b 1 1 Í 
Eart ra te has = 


过 点 马 且 与 直线 4C 垂直 的 直线 方程 为:y - > =c [x - 


3 
-| 
EAF ASER AB 垂直 的 直线 方程 为 :y - 廊 =b(x -2) 


-=x = “十 2, 即 直线 AC 的 中 垂 线 方程 与 AB 0: bk r BE 00 32 8 0' 的 横 坐 


标 为 +c 


2 
X: BC 的 中 垂 线 方程 为 x= “二 


7 …4C,4B,BC 的 中 垂 线 相交 于 点 0', 且 该 点 的 横 


坐标 为 e+, 即 人 4BC 三 边 的 垂直 平分 线 共 点 . 


例 7 以 RtAABC 的 两 直角 边 4B,AC 为 一 边 ,在 
三 角形 的 外 部 分 别 作 正方 形 ABDE 和 正方 形 4CFC， 
MWER DE ,FG 的 交点 HH 和 顶点 4 的 连 线 垂直 于 和 斜 
边 BC. 

证 明 : 以 4 为 坐标 原点 ,4C 所 在 直线 为 x fh, AB 
直线 为 y 轴 建 立 平面 直角 坐标 系 ,如 图 2. 53, 令 AC = 


E|(-b, 0 


图 2. 53 


CT 了 和 初等 会 何 研究 


1,B(0,6), 则 :A(0,0),C(1,0),H( _b, 一 1 ). 
speel by AH i= b. = 
— — 
一 PC. AH= -b+b=0 
<. BÈ 1 AB= BC LAH, BHH DE, FG 的 交点 H 和 顶点 4 的 连 线 垂直 于 斜 
边 BC. 


23 初等 几何 变换 及 其 应 用 

所 谓 的 “变换 "就 是 “运动 因此 ,有 了 “变换 ", “运动 "和 辩证 法 就 进入 了 儿 
何 学 ,所 以 , “运动. 变换 、 对 应 联系" 等 近代 数学 的 基本 思想 和 方法 ,在 平面 几何 
中 起 到 了 决定 性 的 作用 ,而 所 有 这 些 思想 和 方法 在 本 质 上 来 说 都 是 辩证 的 . 因此 ， 
逐步 形成 辩证 的 思维 习惯 ,是 学 好 平面 几何 的 关键 . 

几何 变换 是 几何 内 容 的 核心 ,大 家 都 知道 : 作 辅 助 线 是 初等 几何 证 明 的 难点 ， 
很 多 情况 下 ,辅助 线 的 做 法 恰恰 是 变换 的 结果 . 

初等 几何 变换 ,就 是 一 个 将 几何 图 形 按照 某 种 法 则 或 规律 变 成 另 一 种 几何 图 形 
的 过 程 , 它 对 于 几何 学 的 研究 有 重要 作用 . 初等 几何 变换 主要 包括 合同 变换 ,位 似 变 
换 以 及 它们 的 乘积 变换 . 合同 变换 主要 包括 平移 交换 旋转 变换 和 反射 变换 . 利用 初 
等 几何 变换 解 证 平面 几何 题 ,对 于 理 清 解 题 思路 ,简化 解 题 的 表述 过 程 有 着 不 可 替代 
的 作用 ,并 对 难度 较 大 的 一 些 平面 几何 题 的 解决 ,能 起 到 化 难为 易 的 效果 ,同时 ,变换 
为 用 近代 数学 方法 讨论 初等 几何 问题 提供 了 广阔 的 前 景 . 另外 ,几何 变换 还 在 绘图 、 
力学 .机 械 结构 的 设计 、 航 空 摄影 测量 、 电 路 网 络 等 方面 有 着 广泛 的 应 用 . 


2.3.1 图 形 的 相等 或 合同 

设 由 两 个 点 集合 构成 的 两 个 图 形 玉 和 外, 它们 的 点 之 间 能 建立 这 样 的 一 一 对 
应 ,使 中 任意 两 点 的 连 线 总 等 于 下 中 两 个 对 应 点 的 连 线 ,那么 和 所 称 为 相等 
或 合同 . 

1) 合 同 变换 的 概念 

合同 变换 :由 两 个 点 集合 构成 的 两 个 图 形 下 和 F, EN A 2 a] 8802 gË sr — 
一 对 应 关系 ,使 下 中 的 任意 两 点 的 连 线 段 AB 总 等 于 玉 中 两 个 对 应 点 的 连 线段 
A'B' ,那么 称 下 和 严 为 合同 或 全 等 ,把 这 个 变换 称 为 合同 变换 . 

2) 合 同 变换 的 性 质 

定理 1 :图 形 的 相等 具有 反 身 性 、 对 称 性 和 传递 性 . 

定理 2: 相 等 的 图 形 中 : 


第 2 章 在 面 帮 何 问题 让 


与 共 线 点 对 应 的 是 共 线 点 . 

@ 两 相交 直线 的 交角 等 于 两 条 对 应 线 的 交角 (对 应 角 相等 ). 

3) 全 等 变换 存在 送 变 换 , 恒 等 变换 

连续 施行 两 次 全 等 变换 的 积 仍 是 全 等 变换 ,所 以 全 等 变换 的 全 体 组 成 “ 群 ”， 
称 为 全 等 变换 群 ,也 称 为 刚体 变换 群 或 运动 群 . 平移 .旋转 .反射 (对 称 ) 都 是 特殊 
的 全 等 变换 

合同 变换 主要 有 3 种 基本 类 型 :平移 .旋转 、 对 称 ( 轴 反 射 ). 

2.3.2 平移 变换 

1 ) 平 称 变换 的 概念 

(1) 平 移 变换 的 定义 

如 图 2. 54, 设 PO 是 一 条 给 定 的 有 向 线段 ,7 是 平 
面 上 的 一 个 变换 , 它 把 平面 图 形 下 上任 一 点 M 变 到 
M', 使 得 ME =PO,M' 在 图 形 Fr 上 , 则 7 称 为 沿 有 向 


线段 现 的 平移 变换 jay M- TM, EJE F 
NPO) pe 
š 图 2. 54 
(2) 平 移 变 换 的 性 质 


QD 平移 变换 是 合同 变换 ,平移 变换 把 任意 图 形变 成 与 它 真 正 合同 的 图 形 . 

@) 平 移 变 换 的 首 变换 为 平移 变换 . 

@@ 对 应 线段 平行 且 相 等 ,直线 变 为 直线 ,三 角形 变 为 三 角形 , 圆 变 为 圆 ,两 对 应 
点 连 线段 与 给 定 的 有 向 线段 平行 ( 共 线 ) 且 相 等 . 

@ 对 应 角 相等 且 角 的 两 边 同 向 平行 . 

两 个 平移 变换 的 乘积 是 一 个 平移 变换 

@ 平 移 变 换 由 一 对 对 应 点 或 由 平移 方向 和 平移 距离 完全 确定 . 

2 ) 平 移 变 换 在 初等 几何 中 的 应 用 

例 1 iH E AAB 的 垂 心 ,求证 :AH?* + BC. =BH + AG =CH? + AB2°. 

分 析 : 观 察 命题 的 结论 AR + BC = BH + AC° = CH +4B”, 它 是 三 联 等 式 ,对 
F AABC 的 各 边 来 说 , 它 是 轮换 式 ,所 以 只 需 证 得 某 一 个 等 式 即 可 . 

由 于 等 式 两 边 都 是 两 线段 的 平方 和 ,这 便 联 想到 直角 三 角形 , 若 以 AH, BC 为 
直角 边 构 成 的 直角 三 角形 的 斜 边 ,同时 也 是 CH ,AB 为 直角 边 构 成 的 直角 三 角形 的 
斜 边 ,等 式 也 自然 成 立 . 
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WEE IERE” 


证 明 : 如 图 2. 55 , 4EK AH 与 BC 相交 于 点 M 
` H $Æ A ABC 的 垂 心 , 则 4M BC ,延长 CH 与 4B 相交 于 点 N, 则 CN14B, 把 4H 


TAB pp M ABDH 是 平行 四 边 形 
<. BD =AH, Z DBC = Z AMB =90°, 连 接 DC, 则 DC =BD +BC = AH° + BC? 
又 … 在 ADHC 中 , LDHC = Z BNC =90°,DH = AB 
<. DC = CH° + DH° = CH° +AB’ 
<. AH? + BC = CH° + AB2 
同 理 可 证 :AH? + BC° = BH° + AC 
“AF? + BC = BH° + AC? = CH° + AB2 


图 2. 55 2. 56 
评析 :证 明 题 的 题 设 条 件 是 完成 论证 的 保证 ,然而 体现 这 些 条 件 的 图 形 的 几何 
要 素 之 间 的 关系 往往 是 松散 的 .疏远 的 . 作为 证 明 , 把 几何 元 素 作 有 效 集中 就 显得 
十 分 必要 , 它 是 使 问题 中 已 知 条 件 向 结论 转化 最 常用 、 最 有 效 的 手段 . 
例 2 如 图 2.56, 设 E,F 分 别 是 和 AA4BC 的 4B,AC 边 上 的 点 ,BE = CF. 
求证 :EF < BC. 


分 析 : 要 证 EF < BC, 因 为 EF 与 BC HIX # Bü ue , Wg B EF LORTE 7 


EBDF 是 平行 四 边 形 ，… BD = EF, ~. 只 需 作 人 CFD 的 平分 线 FG 交 BC 于 点 C, 则 
DC=CG, 那 么 BC=BG+CG=BC+DGC, 而 BD<BG+DG 成 立 . 


证 明 :如 图 2. 56, 把 EF TEB ,pp 则 EBDF 是 平行 四 边 形 , BD = EF , BE = 


DF = CF, 作 人 CFD 的 平分 线 FG X BC 于 点 G 
““ DF=CF,FG=FG, /ADFG= Z CFG 
z. ADFGSEACFG 
~. DG = CG, #E ADBG 中 ， 
BD < BG + DG = BG + CG = BC 
X: BD = EF 
<. EF < BC 
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例 3 设 梯形 4BCD 的 4D//BC,AD <BC 


:= 
AB > BG. Z N 
BA ŘE iia s. G 


求证 :(1) LDCB > ¿ ABC. EF H C 

(2)DB > AC. 图 2.57 

分 析 : 如 图 2.57, 

(1) 若 LDCB > 24BC, 当 把 DC A HAEN UE Z AEB > ¿ ABC. 
(2) 若 DB >4C, 当 把 4C — 2, rab) 一 DC, 并 作 DHLBC, 问 题 就 变 成 需 证 HB > HG. 
证 明 :(1) 如 图 2.57 把 pc TOD 4 

`: AD // BC 


.点 在 BC 上 ,AECD 是 平行 四 边 形 ,AE = CD, 在 AABE 中 ,AB > AE 
“. LAEB > ZABE 
“. Z DCB > LABC. 


(yg aB Ppr ,AC TAD pg 


“* AD//BC 
点,G 在 BC 和 其 延长 线 上 
<. ABFD 和 ACGD 是 平行 四 边 形 , 过 点 D 作 DHL1BC 交 BC 于 点 有 H 
“HB=BF +FH=AD+FH=CG+FH,HG=HC+CG 
X:s AB > DC 
<. DF > DC 
"< DH1FC 
<. FH > HC( FH = YDF -DF ,HC = VDC’ - DH) 
~. HB > HC 
= VHB’ + DP ,DG = VHC + DH° 
<. DB > DG = AC. 
例 4 i P,O 分别 是 梯形 ABCD 的 上 、 下 底 AD 和 BC 上 的 点 , 且 24P = PD, 


2BQ = 0C,24B = DC. 


求证 :PQ 与 AB ,DC 成 等 角 . 
分 析 : 欲 证 PQ 与 48,DC 成 等 角 , 但 PQ 与 AB, DC 的 关系 踊 远 , 所 以 把 AB 


T(AD) T(DË) 
-— 一 一 


PM,DC 一 一 PN, 那 么 PQ 与 PM,PN 就 有 一 个 公共 顶点 己 , 问 题 就 变 成 


了 证 明 PQ 与 PM ,PN 成 等 角 . 


Wa ms @r = 


T(AF) 


— p 证 明 : 如 图 2. 58, 4E AB PM, DC 
-一 一 全 PN 
P Q y € -- AD // BC 
图 2.58 m Pt M,N 均 在 BC 上 ,ABMP 和 PNCD 均 
为 平行 四 边 形 
š = E PM_AB_1 
n 由 已 知 条 件 248 =DC 得 :Py = 人 DG = 本 
.. MQ _BQ -BM _ BQ -AP a a 
XY ON CO- CN ` CO- ee 
.BO-AP BO-AP 1 
“*CO-DP 2BO -2AP ` 
.MO_1 
”ON 2 
PM _ MQ 
PN ` QN 
-. PQ 为 人 MPN 的 平分 线 


<. PQ 与 AB , DC 成 等 角 
2.3.3 轴 对 称 变换 ( 轴 反 射 变换 ) 


1 ) 轴 对 称 变换 (或 轴 反 射 变换 ) 的 概念 

(1) 轴 对 称 变换 的 定义 

如 图 2. 59, 设 1 是 一 条 给 定 的 直线 ,s 是 平面 l 
ERDER, CEFER F EES A ME 
到 M' ,使 得 M 与 W 关于 直线 ! 对 称 ,W 在 图 形 F' 
上 , 则 s 称 作 以 1 为 对 称 轴 的 轴 对 称 变换 (或 轴 反 


射 变换 ) , 记 为 Mm mE Fr. 


显然 ,对 称 轴 是 各 对 应 点 所 连 线段 的 中 垂 


线 ,对 称 轴 上 任意 一 点 到 各 对 应 点 的 距离 相等 图 2.59 
关于 直线 对 称 的 两 个 图 形 ,是 互 为 反常 全 等 的 图 形 (如 图 2. 59 中 的 图 形 F5 
F' 是 互 为 反常 图 形 ). 


如 果 沿 着 一 条 直线 把 两 个 图 形 对 折 后 能 够 互相 重合 ,那么 就 称 这 两 个 图 形 为 
以 这 条 直线 为 对 称 轴 的 互 为 对 称 的 图 形 . 
如 果 一 个 图 形 被 一 条 直线 分 成 的 两 个 部 分 , 且 关 于 此 直线 互 为 对 称 ,那么 就 称 
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此 图 形 为 轴 对 称 图 形 . 如 等 腰 三 角形 是 关于 底 边 上 的 高 为 对 称 轴 的 轴 对 称 图 形 , 甜 
JÉ ZE .等 腰 梯 形 ` 圆 等 都 是 轴 对 称 图 形 . 

(2) 轴 对 称 变换 的 性 质 

人 中 如 果 图 形 丰 与 图 形 F' 关 于 直线 1 对 称 , 那 么 对 应 点 的 连 线 被 对 称 轴 垂 直 
平分 . 

@ 两 个 图 形 关于 某 直线 对 称 , 如 果 它 们 的 对 应 线段 或 其 延长 线 相交 ,那么 交点 
在 对 称 轴 上 . 

人 @@ 如 果 两 个 图 形 的 对 应 点 连 线 被 同一 条 直线 垂直 平分 ,那么 这 两 个 图 形 关 于 
这 条 直线 对 称 . 

@@ 轴 对 称 变换 是 合同 变换 , 轴 对 称 变换 把 任意 图 形变 换 成 与 镜像 合同 的 图 形 . 

@@ 轴 对 称 变换 有 无 穷 多 个 二 重点 ,它们 都 是 对 称 轴 上 的 点 . 

@ 轴 对 称 变换 有 无 穷 多 条 二 重 线 ,它们 是 对 称 轴 上 的 线 . 

@ 对 应 点 的 连 线 44' ,BB' ,CC'…… 互 相 平 行 且 都 被 对 称 轴 ! 垂直 平分 . 

(@ 对 应 线段 相等 , 且 延 长 后 交 于 对 称 轴 / 的 同一 点 ,两 线形 成 的 角 被 对 称 轴 / 
平分 ;对 应 角 相等 . 

2 ) 轴 对 称 变换 在 初等 几何 中 的 应 用 

例 5 已 知人 4BC 是 等 边 三 角形 ,延长 BC 至 点 也 ,延长 BAZA E, HA AE = 
BD ,连接 CE ,DE ,求证 :CE = DE. 

分 析 : 在 证 明 几 何 题 中 ,常常 选择 某 直 线 为 对 称 £ 
轴 ,把 不 是 轴 对 称 的 图 形 , 通 过 对 称 变换 , 补 添 为 轴 4 
对 称 图 形 ,或 将 轴 一 侧 的 图 形 通过 对 称 变换 反射 到 
另 一 侧 , 以 实现 条 件 相 对 集中 ,所 以 先 设 法 将 图 形 
“ 补 齐 ”. 如 图 2. 60 ,延长 BD 至 点 下 ,使 DF = BC ,3Ë 
且 连 接 EP, 设 0 为 CD 中 点 ,连接 OF, 然 后 只 需 证 

s( OE) s( OE) 

HH :A EBC AEFD( sk A ECO 
从 而 得 出 :CE = DE 的 结论 . 

证 明 : 如 图 2. 60 ,延长 BD 至 点 下 ,使 DF = BC, 
并 且 连 接 EF, 设 0 为 CD 中 点 ,连接 OE. 


AEDO), 


AE =BD 

EB =AE +AB 

EB = BF AEBF 为 等 边 三 角形 
H BF=BD+DF > = |=0 为 BF 的 中 
B=60°] … O J CD 中 点 
DF = BC Š ACD Bs 
AABC 为 等 边 三 角形 
s( OE s( 0 

点 二 OE 是 BF WEHT A EBC >AEFD( 或 AECO <E AEDO) 
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OE 
CE) DE JAWI CE =DE 


例 6 已 知 在 人 4BC 中 ,4T 平 分 LBAC,BE LAT F E,CF LAT Tu F,H M 
是 BC 的 中 点 . 

求证 :ME = MF. 

分 析 : 如 图 2. 61 ,依照 “ 补 齐 ”图形 的 原则 ,把 AE 当 作对 称 轴 , 延 长 CF 与 AB 
相交 于 点 C' ,延长 4C,BE 交 于 点 B', 则 点 B', 点 C' 都 是 B,C 关于 AE 的 对 称 点 . 

证 明 : mae 61 ORA, BE LAT 


<. E AABE 一 一 > 一 一 一 人 4B'E, 则 4B=4B',E 为 BB' 中 点 ,延长 CF FA C' Ej AB 
相交 于 点 C 
* CF LAT 
s(AE) 
z. C'—— (C, JS AC =AC',B'C = BC' 
-~ M 是 BC 的 中 点 


<. ME ,MF 分 别 是 人 BB'C, ABCC' 的 中 位 线 
区 MEL3B'C,MEL3BC’ 
<. ME = MF 


/ 


VN 


A ⁄ 1 


图 2.61 图 2. 62 
例 7 已 知 D 为 等 边 三 角形 ABC 内 一 点 ,有 DB = DA, BP = AB, DBP = 
LDBC ,求人 BPD 的 度数 . 
分 析 : 如 图 2. 62 ,显然 CD 是 人 C4B 的 一 条 对 称 轴 . 


C CB 
pa >CD 5 AB 的 垂直 平分 线 ,又 由 A4BC 为 
BP = BC 
等 边 三 角形 二 人 4CD 一 一 —> ABCD, ¿ZBCD =—- Z BCA = 30°, H ¿Z DBP = Z DBC 
BD = BD 


= ABDP %2 ABDC 
- Z BPD = / DCB =30° 
例 8 如 图 2.63, 已 知 在 人 4BC 中 ,上 4=27B,CD 平 分 L4CB. 
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求证 :BC =4C +47. 

分 析 : 如 图 2. 63 ,由 于 CD 是 4C8B 的 平分 线 , 如 果 以 CD 为 对 称 轴 , 将 A4CD 
作对 称 变换 ,那么 4 点 的 对 称 点 4' 一 定 会 落 在 BC 边 上 , 即 4'C = AC,DA' = DA. 如 
果 能 证 明 A'B =4'D, 则 问题 就 能 得 到 解决 . 

证 明 : 如 图 2. 63 

… CD 平分 LACB 

… 点 4 关于 直线 CD 的 对 称 点 4' 必 落 在 BC 上 


s(CD 
<. AACD CP) A A'CD ,连接 DA' W] A'C =AC,DA' = DA, Z DAC = Z DA' G 


We ZA=2z B 

<. ZDA'C=2 Z B 

< LDA'C= ZB + Z A'DB 

<. LB = ZA'DB 

<. A'D =A'B =AD 

.BC=A'B+A'C=AD+AC, 从 而 BC =AC +AD 成 立 


图 2. 63 图 2.64 
例 9( 蝴蝶 定理 ) ÆR O 中 ,过 弦 BC 的 中 点 4 任意 作 两 条 弦 PQ,RS, 其 中 
SO ,PR 分 别 与 BC XF M,N 两 点 . 
求证 :AM =AN. 
分 析 :4 点 是 弦 BC 的 中 点 ,又 应 该 是 线段 MN 的 中 点 ,所 以 线段 4M 和 4N 应 


s( 04) s( 0A) 


S' ,然后 证 明 :A4SMf AAS'N. 


该 关于 直线 04 对 称 , 作 S 
s( 0A) 


证 明 : 如 图 2.64, 作 S 一 一 
…4 是 弦 BC 的 中 点 ,0 是 圆心 , 则 5' 必 在 圆 O 上 ,04 LBC 
.BC//SS', 连 接 SS',AS,AS',PS',NS'. 设 LASS'= 41, ZAS'S = Z2, Z ASM = 
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Z3, ZAS'N= Z4, ¿APR = 25, Z MAS = Z6, ¿ NAS' = 27, L NPS' = Z8,H BC // 


s( OA s( OA 
SS' 得 ,Z1= 26, Z2 = 27, Xh s ogas LAS AS=AS', Z1 = Z2 = 


46= 27 
…P,R,S,S' 四 点 在 圆 O 上 
“. Z 1 + Z8 =180° 
<. L7 + 8=180。, 从 而 得 4,N,P,S' 四 点 共 贺 
< L4 = 《5( 同 弧 所 对 的 圆周 角 相等 ) 
又 "人 3= 《5( 同 弧 所 对 的 圆周 角 相等 ) 
.. Z3= z4 
Z3= 44 
… 由 AS=AS' |= AASM= AAS'N 
Z6= Z7 


s( OA 
即 AASM ZL AAS'N 


<. AM =AN 


2.3.4 旋转 变换 


旋转 是 几何 变换 中 的 基本 变换 , 它 一 般 先 对 给 定 的 图 形 (或 其 中 一 部 分 图 
JÉ) ,通过 旋转 ,改变 位 置 后 重新 组 合 , 然 后 在 新 的 图 形 中 分 析 有 关 图 形 之 间 的 关 
系 , 进 而 揭示 条 件 与 结论 之 间 的 内 在 联系 , 找 出 证 明 途 径 . 

1 ) 旋转 变换 的 目的 


旋转 变换 是 一 种 重要 的 几何 变换 ,进行 几何 变换 的 目的 有 两 个 : 
中 揭示 几何 图 形 的 性 质 或 几何 量 之 间 的 内 在 联系 . 

@ 在 分 散 的 元 素 集中 ,使 表面 互 不 相干 的 条 件 变 得 密切 相关 . 

2 ) 族 转 变换 的 概念 


如 图 2. 65 ,9 为 一 个 定 角 ,R 是 平面 上 

一 个 变换 , 它 把 平面 图 形 愉 上 任 一 点 M 
都 绕 平面 上 的 一 个 定点 0 旋转 一 个 角 0 到 
M' ,使 得 OM 到 OM' 成 9 角 ,M 在 图 形 F' 
上 ,将 旋转 后 的 点 构成 的 图 形 记 为 F , WK 
及 为 以 0 为 旋转 中 心 .9 为 旋转 角 的 旋转 变 
换 ， i M 与 M' 两 个 点 称 为 这 个 旋 


OM, Fp , 按 逆 时 针 方向 旋转 9 取 正 


R( 0,0) 


转 的 对 应 点 , 记 为 OM 
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值 , 按 顺 时 针 方 向 旋转 9 取 负 值 . 

旋转 变换 下 各 对 应 直线 所 成 的 角 不 变 , 都 等 于 其 旋转 角 , 一 个 图 形 经 过 旋转 变 
换 , 得 到 与 它 正 常 全 等 的 图 形 . 

旋转 角 0 =180° 时 的 旋转 变换 称 为 中 心 对 称 变换 . 

3 ) 旋 转变 换 的 性 质 

中 对 应 点 到 旋转 中 心 的 距离 相等 . 

@ 对 应 点 与 旋转 中 心 所 连 线段 的 夹 角 等 于 旋转 角 . 

多 旋转 前 后 的 图 形 全 等 . 旋转 三 要 素 :旋转 中 心 .旋转 方向 .旋转 角度. 

@ 对 应 角 相等 . 

@ 旋 转 中心 是 唯一 的 二 重点 ,没有 二 重 线 . 

@@ 旋 转 由 中 心 与 一 对 对 应 点 完全 确定 . 

(DR(0,0) 为 合同 变换 ,Ff 与 下 为 正 向 合同 . 

@R(0.,0,) + R(0,0,) =R(0,0, +0,). 

4) 旋 转变 换 在 初等 几何 中 的 应 用 

什么 时 候 考虑 用 旋转 变换 ? 怎样 运用 旋转 变换 呢 ? 下 面 结合 例题 谈 谈 旋转 变 
换 在 平面 几何 解 题 中 的 应 用 . 

例 10 E% ABCD 是 矩形 ,BC =34B, 若 M,N 是 BC 上 的 点 ,BM = MN = CN. 

求证 : Z DBC + ¿Z DMC = ¿ DNC. 

分 析 : 如 图 2. 66, 欲 证 DBC + LDMC = AWM) P D 
2DNC,… LDBC, ¿ DMC, ¿ DNC W X: AAL, 
为 了 使 它们 通过 有 效 集中 以 便 寻 求 数量 上 的 关系 


>. VE PM 1 BC F M R A PME, 
RtAPAC', Æ 接 CC', W ZBCC'= ¿DBC, 
Z PCM = ¿ DMC 

<. LDBC, Z DMC 便 集 中 于 人 PCC' 中 ,问题 图 2.66 
变 成 求证 LPCC' = ¿ DNC. 

证 明 : 作 PM 1 BC 于 点 M 

“~ PM = PA, ¿£ PMC = ¿ PAB =90° 


R(P, -90° 
-把 REAPNC E ) REA PAC’ WIS A,B, C'H, H BC' =4B ,连接 CC 
.… PC' = PC, ¿ CPC' =90° 
-. Z PCC' =45° 


又 … 在 RtADNC 中 ,DC = NC 


= @T= sr = 


"~ LDNC =45° 

PCC = z DING 

“* Z PCC' = Z PCM + ¿£ BCC' , ¿ PCM = Z DMC 

… BC'CD 是 平行 四 边 形 

<. Z BCC' = Z DBC 

<. Z DBC + ¿Z DMC = Z DNC 

例 11 设 E,F 分 别 为 正方 形 4BCD 的 边 BC 和 DC 上 的 点 , Z EAF =45° ,AN L 


EF 于 点 入 ,求证 : 
(1)AN =AD. 
(2) Sigcp: SAApr =2AB : EF. 
A B 分 析 : 如 图 2. 67 , 欲 证 AN = 4D, 因 此 可 以 
构造 两 个 全 等 三 角形 AEF 和 4GF, 若 AN, AD 
K ”分 别 为 这 两 个 三 角形 的 对 应 线段 ,问题 便 可 得 
到 解决 . 所 以 选择 三 角形 AEF 和 AGF ,证 明 它 
们 全 等 . 
XERA: (1): AD =AB, Z BAD = ¿Z ADC =90° 
8 D P e . JE RAABE 和 -2 RtA4DG, 则 点 
图 2. 67 G 在 CD 的 延长 线 上 ,GD = BE, ¿ GAE =90° 
“~ Z EAF =45° 
'. Z GAF = Z GAE — Z EAF =90° -45° =45° 
`. Z GAE = Z EAF 
Z GAF = Z EAF 
由 AG=AE = AAGF= AAEF 
AF=AF 
… 根据 全 等 三 角形 的 对 应 高 相等 可 知 :AN = AD 
(2): AN= AD 


. Saco _ AB .4D _2AB 
Sam lpp.AN EF 
2 


例 12 如 图 2.68,D 为 等 边 三 角形 ABC 内 一 点 , 且 AED4 和 和信 CDF 都 为 等 边 
三 角形 . 

求证 :四 边 形 EBCF 是 平行 四 边 形 . 

证 明 :… AABC. A EDA #I A CDF 都 为 等 边 三 角形 


27 FELTA a 


R( A,60° R( D,60° 
De RAMDC SCEL ADEF 


<. EB = CD = DF = CF ,EF =AC = BC 
… 四 边 形 EBCF 是 平行 四 边 形 


F 


图 2.68 图 2.69 
例 13 在 A4BC 中 ,点 D 是 4B 边 的 中 点 ,E,F 分 别 是 4C,BC 上 的 点 . 
求证 : A DEF 的 面积 不 超过 人 入 4DE 和 A 人 BDF 的 面积 之 和 . 
分 析 : 考 虑 把 和 人 4DE 和 A 人 BDF 拼 成 一 个 图 形 , 然 后 和 ADEF 的 面积 比较 . 
证 明 : 如 图 2.69,…D 为 AB 边 的 中 点 


R(D,180° 
把 AADE 一 ,人 BDE' ,连接 FE 


z. AADE A BDE' 

<. DE = DE', AADE = A BDE' 

s^ ADEF = AFDE = AFDB' ;S pe Fppe =S ane +S agpp = Sprie 

c Sarop Z Saroe =S aner ( 4 E MA 重合 或 和 B 重合 时 上 式 取 等 号 ). 


2.3.5 相似 变换 和 位 似 变换 

1 ) 相似 变换 的 概念 

(1) 相似 变换 的 定义 

若 H) 是 平面 到 其 自身 的 一 个 变换 , 它 使 得 平面 图 形 上 任意 两 点 4,B 及 
其 图 形 Fr 上 的 对 应 点 4',B', 总 有 4'B' =kAB(k >0) , 则 把 这 个 变换 有 (Ek) 称 为 相似 
变换 ,k 称 为 相似 比 , 记 作 AB D), B, EJE FF 

4 k = 1 时 ,相似 变换 就 是 合同 变换 

(2) 相 似 变 换 的 性 质 

性 质 1: 相 似 图 形 满足 反 身 性 .对 称 性 传递 性 . 


Dk=1 时 ,AB ŽAB; 
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1 
DAB LA'B' A B' Gas mh = TAB; 
@H(k, )H(k,) =H(k,k,). 
性 质 2: 相 似 变 换 保持 两 直线 所 成 角 的 大 小 不 变 . 
性 质 3 :相似 变换 不 改变 图 形 的 形状 ,而 改变 其 大 小 . 
性 质 4: 相 似 变换 下 ,线段 的 简单 比例 不 变 . 
性 质 5 :两 个 相似 的 平面 图 形 , 其 面积 之 比 等 于 它们 的 相似 比 的 平方 . 
性 质 6: 平 面 的 全 体 相似 变换 组 成 一 个 群 , 称 为 相似 变换 群 . 
2) 相似 图 形 的 判定 
(1) 三 角形 相似 的 判定 
在 A4B8C 和 A4'B'C' 中 , 若 满足 下 列 条 件 中 的 任何 一 个 , 则 A4BC 人 一 A4'BC- 
Q ⁄A= Z4A”,ZB= ZB'. 
AB _ AC 
'A'B' A'C” 
AB AC BC 

yp AC RC 

(2) 多 边 形 相 似 的 判定 

两 个 多 边 形 FA 严 同 时 具备 下 列 3 个 条 件 时 : 

@ 边 数 相同 . 

@ 对 应 角 相等 . 

@ 对 应 边 的 比 相 等 . 

JJ F F”. 

例 14 如 图 2.70, 已 知 在 A4BC 中 , ZACB 为 钝 角 ,A4D LBC 交 BC 延长 线 于 
点 D,DE LAB Tš E,DF LAC FAF. 


@ ¿A= À” 


图 2.70 
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求证 : AEF~ 人 ABC. 

证 明 : 如 图 2.70, 令 AEF = 21, ZADE = /2, 由 DE 1 AB,DF L AC=A,E,F, 
四 点 共 圆 . 

.LZ1= Z2 

AD 1 BC 

`. Z B =90° - Z BAD, Z2 =90° — /BAD 

^ Z B= Z2 = Z 1 

We ZFAE = ¿ BAC 

`. AAEF ~ AABC 

例 15 如 图 2.71, 从 锐角 三 角形 ABC 的 顶点 B,C 分 别 向 对 边 引 垂 线 BD , CE. 

求证 : AADE AABC. 

证 明 : 如 图 2.71, 邻 LAED= L1,Z4DPE = Z2 

“BDL1AC,CE LAB 

-~ LBDC = Z BEC =90°, 故 B ,E , D ,C 四 点 共 圆 

` Z DBC = ¿Z DEC , Ñi Z ACB =90。- Z DBC, ¿1 =90° - Z DEC 

'. ZACB= Z1, ¿ABC = /2 


“. AADE ~ AABC 
E A D' 
4 
D 
B c B C B' c 
图 2.71 图 2.72 

例 16 已 知 在 两 个 四 边 形 48BCD,4'B'C'D' 中 , 角 按 相同 顺序 对 应 相等 , 且 
AB _ BC 
AP: P'O" 


求证 :四 边 形 4BCD 一 四 边 形 A'B'C'D'. 
证 明 : 如 图 2. 72 ,连接 4C ,4 C 


，4B BC 
' B= AB rp pre: 
: AARET mas BE AC 
. AABC~^ AA'B'C'= LACB = LA'C'B' ,Er = 


We ZC = Z C'= ZACD = Z A'C'D' 


Bi” s @rz = = 


` ZD= ALD" 
AB BC AC CD _ DA 


“AB BC AC CD D'A' 
又 … 四 边 形 ABCD 和 四 边 形 4'B'C'D' 的 对 应 角 相 等 
<. AJE 4BCD 一 四 边 形 4'B'C'D'. 
3) 应 用 相似 变换 解决 一 些 初等 几何 问题 
例 17( 阿 切 塔 定理 .射影 定理 ) ”如 图 2.73, 在 REA4BC 中 , 若 从 直角 顶点 A 
向 斜 边 BC EEZ AD, MI: 
4 QAP? = BD : BC. 
@AC2° = CD - BC. 
@AD = BD . DC. 


AČ DC 
图 2.73 证 明 :Q@D ¿BAC =90°,AD 1 BC 
z. ABAD“ AABc=55 = zE 
<. AB? = BD .BC 
@ 同 理 可 得 : AACD“ AABC 
. AC _ BC 
` CD 4C 


MAC, = CD - BC 
@@… ¿B + Z BAD =90° , ¿ CAD + ¿ BAD =90° 
-. £ B= LCAD, 得 RtAABDRIAACD 
N 2 = 0, 歼 AD? = BD . DC 
@... AABD—- AACD 
Saso _ AB? 


` Sa AG 
7: S AABD = BD 
Sancp DC 
. AB BD 


` AG: DC 
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图 2.74(1) 图 2.74(2) 
例 18( ARER) ”如 图 2.74, 若 圆 的 两 弦 4B,CD 或 其 延长 线 相 交 于 点 , 则 
AE - EB = CE : ED. 
证 明 : 如 图 2.74(1),… ZA= ZD, Z C= ¿B 
.. AAEC™ ABED 
. AE CE 


` ED BE 
.AE ° FB = CE * ED 
如 图 2.74(2),… ZEBD = Z C, £ EDB = ZA 


AE CE 
“AEBD AEAC, Ep = PE 
<. AE . EB = CE - ED 
例 19( 圆 宪 定 理 逆 定理 ) ”如 图 2. 74, 若 两 条 线段 AB ,CD 或 其 延长 线 相交 于 

— $ E, B AE: EB=CE .ED, 则 4,B,C,D 四 点 共 圆 . 

证 明 : 如 图 2.74, 由 AE .EB=CE.: EDE = Ep, fE AAEC 和 ADEB 中 ， 

ZAEC = Z DEB 
~. AEBD AEAC, JX f] Z A = Z EDB 
A.B ,C,D WARE 
例 20 如 图 2.75, 若 在 线段 BA 的 延长 线 

上 取 一 点 已 , 则 过 点 已 的 线段 PT 与 过 三 点 A, 

B,T 的 圆 相 切 的 充 要 条 件 是 :PT ° = PA +: PB. 
证 明 : 如 图 2.75, 令 PT4 = 人 1, 若 PT J. 

圆 的 切线 , 则 人 1 是 弦 切 角 
<. Z 1 = LB, 得 APAT~APTB 


. PA ET 2 PA . 
^ pp pp I l PT” APA» PB 


EE 25 @r = = 


PA _ PT 
= 2 = . 风 一 = 二 一 
反之 , 行 PT ° = PA PB, 则 5 PB 


X Z TPA = ¿Z TPB 

AP47T 人 一 APTB ,从 而 得 L 上 1=B 

~ PT 是 圆 的 切线 

例 21( 托 勒 密 定理 ) 圆 内 接 四 边 形 ABCD 的 两 组 对 边 乘 积 的 和 4B - CD + BC + 
DA 等 于 它 的 对 角 线 的 乘积 4C. BD , BI] AB : CD +BC :DA=AC: BD. 

证 明 : 如 图 2.76, 


AB 
n( Se 


E AACD AABE W] AACD“ AABE 
Z /ABE= Z1,ZACD = Z2, Z CAD = 23 
ZBAE= ¿4,Z CAE= Z5, ZACB= 26 


AB BE 
= Z l = = 
Z ADB 7,0) Z 1 EZ: Z 3 ⁄4, 
即 AB : CD =AC » BE: @ 


.' LBAC= Z4+ Z5, Z DAE= Z3 + Z5 


Wr Z6= Z7 

I w BC _ DE 
-. A4BC 一 A4DBE, 从 而 得 4C= DA 
BI BC © DA =AC - DE- @ 


Q + @) 得 : 
AB - CD + BC :- DA =AC : (BE + DE) =AC » BD 


° 


Şc 


图 2.76 图 2.77 
例 22 ( 托 勒 密 定理 的 逆 定理 ) 若 四 边 形 ABCD 的 两 组 对 边 乘积 的 和 
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AB - CD + BC - DA 等 于 它 的 对 角 线 的 乘积 4C : BD, 即 AB. CD + BC » DA = AC - 


BD, 则 ABCD 是 圆 内 接 四 边 形 . 
(4) 
证 明 : 如 图 2.77, 作 A4CD AABE( 使 24BE = 24CD) , 则 :A4CD 一 
AABE, 令 LABE = Z1, ZACD = Z2, Z CAD = 23, Z BAE = Z4, Z CAE = 25, M 


AB BE 
Ee A 
BH AB - CD =AC - BE- D 


““ LBAC= 244+ Z5, ZDAE= Z3 + 5 


<. Z BAC = Z DAE 

è mn 不 BC _ DE 
~- AABC-> AADE , ASAC = pA 
BI BC - DA =4C - DE- © 


O + @ 得 : 

AB - CD + BC : DA =AC - (BE + DE) 

X: AB + CD + BC : DA =AC -+ BD 

<. BE + DE = BD 

.点 EE 在 BD 上 

~. ZABE = LABD 

又 由 LZ1= ZL2 得 L4BD= 2, 即 ABD= 上 4CD 

…4BCD 是 圆 内 接 四 边 形 

例 23 如 图 2.78, 由 线段 QR 上 的 一 点 B 引 垂 线 
BA, 从 B IJ AQ ,AR SAMEER BC,BD, 若 4B 与 CD 的 
交点 为 P. 

求证 :BO . BR . AP = AB? - BP. 

证 明 :… BC 440,BD LAR 

“…4,B,C,D 四 点 在 以 AB 为 直径 的 圆 上 

如 图 2.78, 又 … Z¿ABQ =90° 

z. AAB0— AABC 


SQ _ PC... 
AR ACO 


同 理 可 得 : 和 ABR 人 ABD 


67 


e 3 = @r= sr = 


Q x @f#: 


BQ: BR_BC- BD @ 
ABR AC:-AD 


由 4,B,C,D 四 点 在 以 AB 为 直径 的 圆 上 得 :上 人 C4D+ Z CBD =180° 
.… 由 三 角形 等 角 定理 得 : 
Š Apae ° 

_ BC- BD @ 


*..... 


Samac AC- AD 

又 … ADBC 和 AD4C 有 公共 边 DC 
… 由 三 角形 共 边 定理 得 : 

Savec _ BP 
S Apac AP 


<. BQ + BR - AP =AB?° .BP 

4) 位 似 变 换 的 概念 

(1) 位 似 变 换 的 定义 

若 (0,k) 是 平面 到 其 自身 的 一 个 变换 ,0 为 定点 , 它 使 得 平面 图 形 上 任意 
一 点 已 及 其 图 形 Fr 上 的 对 应 点 已 ,总 有 OP' = kOP(k 关 0), 则 就 把 这 个 变换 
H(O,k) 称 为 位 似 变 换 ,k 称 为 位 似 比 ,0 称 为 位 似 中 心 ,P' 称 为 P 的 位 似 点 , 记 作 
pP BE p gpr Anp 

< 当 k>0 时 ,点 P,P' 在 0 点 的 同 侧 ; 

当 和 <0 时 ,点 P,P' 在 0 点 的 异 侧 ; 

34 k= -1 时 ,是 以 0 为 中 心 ,旋转 角 为 
180° 的 旋转 变换 . 如 图 2.79, AABC 与 
人 4'B'C' 就 是 两 个 位 似 图 形 ,0 为 位 似 
中 心 . 


(2) 位 似 变 换 的 性 质 

DIER 1: 位 似 变 换 一 定 是 相似 变换 . 

@ 性 质 2: 在 位 似 变换 下 ,任意 一 条 直线 变 成 与 自己 平行 的 直线 . 

(3) 性 质 3: 三 个 互相 位 似 的 图 形 中 ,两 两 的 位 似 中 心 共 线 . 

多 性 质 4 :两 个 位 似 图 形 中 ,对 应 线段 互相 平行 . 

名 性质 5 :平面 上 任意 两 个 不 等 的 圆 可 以 看 成 一 对 位 似 图 形 , 其 中 两 圆心 是 一 
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对 对 应 点 . 
5 ) 应 用 位 似 变 换 解 决 初等 几何 中 的 一 些 问题 
例 24 若 两 个 相似 的 平行 四 边 形 ABCD ,平行 四 边 形 4'B'C'D' 公 有 人 B. 
求证 :4C',A'C,BD 相交 于 一 点 . 
证 明 : 如 图 2. 80, 设 4C 与 BD 相交 于 0 点 , 则 0 为 4C 的 中 点 
`: 四 边 形 ABCD ,4'B'C'D' 公 有 LB 上 且 相似 


n (2.22) 


… 四 边 形 ABCD 四 边 形 4'B'C'D',A'C'/ AC, 不 妨 设 4C' 与 4C 相 
交 于 点 ,连接 BP 并 延长 与 AC 相交 于 点 0', 由 三 角形 共 边 定理 得 : 

AO’ _ S AABP _ S aanp : S aarc _ BC' . AA' 

CO' Sacsp Saare Sacre CC BA' 

H A'C'//AC 得 : 

BC' _ BA' M BC .44 _BA'  AA' =) 

CC' AA “CC’ BA' AA' BA' 

AO 


ngolo 为 4C 的 中 点 


.0' 与 0 重合 ,从 而 B,P,0 三 点 共 线 
~. 4C' ,4A'C,BD 相交 于 一 点 


A 


“< 
Š P B 
图 2. 80 图 2.81 
例 25 如 图 2.81, 已 知 PT, PB 是 圆 的 切线 ,4B 为 直径 , 互 为 了 在 4B 上 的 射 
证 明 : 设 PA 与 TH 相交 于 点 M, 如 图 2.81, 延 长 47 与 BP 相交 于 点 S, 
““ TH LAB,PB LAB 
AB AB AB AB 
“4 aama) n alem ed 
A »P,T >S, H >B 
<. 要 证 TM = MH, 只 需 证 SP = PB , 即 
TM = MH& SP = PB 


O a eki 


… Z S=90° — ZSAB, LSTB = ¿ BTA =90°( 直径 所 对 的 圆周 角 ), Z SAB = 
LPTB( 同 弧 所 对 的 圆周 角 等 于 同 弧 所 对 的 弦 切 角 ) 

<. Z STB =90° - LPTB, ¿ S= ¿Z STP=SP = PT 

又 … PT, PB 是 圆 的 切线 

… PT = PB 一 SP = PB 

.TM = MH , B] PA 平分 TH 

例 26 已 知 过 两 圆 的 位 似 中 心 的 直线 与 两 圆 相交 . 

求证 :所 截 得 的 弦 的 比 等 于 两 圆 半 径 的 比 . 

证 明 : 如 图 2. 82(1) 和 图 2.82(2), 设 过 位 似 中 心 O 的 任意 直线 与 圆 4 的 交点 
为 P,Q, 与 圆 B 的 交点 为 5S,R, 两 圆 的 半径 分 别 为 r,r', 从 4,B 分 别 向 PQ SR 引 垂 
线 AC,BD,C,D 为 垂 足 ,连接 AP ,BS. 


图 2.82(2) 
下 面 以 图 2. 82(2) 来 证 明 , 图 2. 82(1) 同 理 可 证 : 


fo 二] not) 


… 圆 4 一 B B,P 


X- AC LPO,BD LPO 


: _ə p BD_OB OD _ 
-.AC//BD,PQ =2PC,SR=2SD, C = 04 = 0C ” 7 
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n [o= n [o= 
a a E Je 
o SEEC = 三 , 即 车 过 两 圆 的 位 似 中 心 的 直线 与 两 加 相交 , 则 所 截 得 的 弦 的 
比 等 于 两 圆 半径 的 比 . 
例 27 如 图 2.83,A48C 的 坐标 分 别 为 4( -4,4) ,B( -2,2),C(0,4), 画 出 


它 的 一 个 以 原点 0 为 位 似 中 心 , 位 似 比 为 -元 的 位 似 图 形 4'8'C" 


ABDS 


解 :4' 的 坐标 为 ( -4x | - 方 ),4x( - 方 )), 即 (2，-2);8' 的 举 标 为 (1, 1): 
C' 的 坐标 为 (0, -2). 画 出 A4BC 的 位 似 图 形 A4'B'C' 如 图 2. 83. 


2.3.6 等 积 变换 


等 积 变换 一 般 分 为 等 面积 变换 和 等 体积 变换 ,下 面 所 说 的 等 积 变换 是 指 等 面 
积 变换 ,等 体积 变换 在 第 4 章 立 体 几何 中 再 论述 . 

1) 等 积 变换 的 概念 

(1) 等 积 变换 的 定义 

把 一 个 图 形 切 开 后 组 拼 成 另 一 个 图 , 它 的 形状 变 了 ,但 面积 的 大 小 未 变 ,这 样 
的 过 程 称 为 图 形 的 等 积 变换 ,也 称 等 面积 变换 . 

(2) 等 积 变换 的 性 质 

两 个 全 等 图 形 的 面积 相等 . 

@ 若 把 已 知 图 形 分 成 若干 部 分 , 则 被 分 成 的 各 部 分 的 面积 和 等 于 已 知 图 形 的 
面积 . 
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@( 等 积 移动 定理 ) 若 两 个 在 公共 底 边 4B 的 同 劳 的 A4DB, AACB 等 积 , 则 
AB/ DC ,反之 亦 然 . 
图 (三 角形 等 角 定 理 ) 在 A4BC 和 A4'B'C' 中 , 若 LB= Z B'ik 2 B + Z B' = 


S Agc AB - BC 

180, 风 有 “A'B - B'C" 

等 底 等 高 的 三 角形 面积 相等 ;等 高 的 三 角形 面积 之 比 等 于 其 底 之 比 . 

@ 在 两 个 三 角形 中 ,车 两 边 分 别 相 等 .其 夹 角 互 补 (或 相等 ) , 则 这 两 个 三 角形 
的 面积 相等 . 

2) 等 积 变换 在 初等 几何 问题 中 的 具体 应 用 

下 面 , 从 3 个 方面 来 介绍 “等 积 变换 "在 初等 几何 问题 中 的 具体 应 用 . 

(1) 等 积 证明 

这 类 问题 的 证 明 方 法 ,最 基本 、 最 常用 的 方法 是 等 积 代 换 法 , 它 的 基本 特点 在 
于 运用 等 积 移动 定理 , 作 一 系列 等 积 代 换 ,以 求 得 有 关 结 论 . 

例 28 如 图 2. 84, 设 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 4C,BD 交 于 点 0, 若 4BV DC, 则 
A40D FI ABOC 的 面积 相等 ,反之 亦 然 . 

证 明 : 如 图 2.84, 若 4BVADC， 

则 Saagc = Sas 


“+ S aane T S arog =S aaen T S saon 

z- 9Aaoc = S aaob 

反之 ,车 Sagoc =S saon» 则 SAsoc +S asos =S aop + S saog» Bp S sage = Š AABD 
又 … CD fE AB 的 同 旁 

… 由 等 积 移动 定理 的 逆 定 理 得 AB // DC 


图 2. 84 图 2. 85 
例 29 设 和 A4BC 的 中 线 AD 的 中 点 为 E,BE 的 延长 线 与 AC 交 于 点 F. 
求证 : ABCF =2 AABF. 
证 明 : 如 图 2. 85 
… AD E: AABC 的 中 线 
<- D 是 BC 的 中 点 ,过 D 作 DG//BE 5 AC XF G, I| G R: FC 的 中 点 
W- E E. AD 的 中 点 ,EF//DG 
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:. F E: AG 的 中 点 
.AF=FG=GC, 得 CF =2AF :而 Sascr _ FC 
Snape -AF 
SAace 


S =2, 故 SAscr =2S sanr 
AABF 


例 30 如 图 2.86, 已 知 P4,PB ÆR 0 的 两 条 切线 ,4C 是 圆 O 的 直径 . 
求证 :Spc =25 spec: 

证 明 : 如 图 2. 86 ,连接 PO, 

… PA , PB 是 圆 O 的 切线 

“PA =PB, ZAPO = ¿BPO 从 而 得 PO LAB 

… AC 是 圆 O 的 直径 

<. BC 1 AB=P0 // BC ,由 等 积 移动 定理 知 : 

SApoc =S arec 

Xe AG =20C 


.. S 562 -0OC =2, 即 S agac =293Apoc 


图 2. 86 图 2. 87 
例 31 如 图 2. 87, 设 平行 于 人 4BC 底 边 BC 的 直线 与 4B ,4C 的 交点 分 别 为 
D ,E,# BE ,CD 的 交点 为 0. 
求证 : :SA40op = S saoe- 
证 明 :如 图 2. 87 ， 
`: DE // BC 
`. 由 等 积 移动 定理 得 :SAspg = Sace 


G SAaop = S Aene 可 S Apog ,SAcoE z S Acne z S Apog 


* … SAaop =S Acor 


由 三 角形 共 边 定理 得 : 
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JEE >x s @r = = 


SA408 OD SaA4oc OE 
Saase (CD Saaec BE 
.. Saron _ OD Sapo _ OE Saron _ Savor 


` Saeco CD'S,ps BE Saeco Sanese 
.OD OE SA4oB SA4oc 


A =-= = =S = 8 
CD BE S A462 S nibe AA0B AA0C 


ri S A40D = Sa40B i S agon sS AA0E = SA4oc Et Sacog 


s S saon = Š maoe 

例 32 如 图 2.88, 给 定 A4BC 及 其 与 各 边 都 不 平行 的 一 条 直线 1, 过 顶点 A, 
B,C 作 直 线 ! 的 平行 线 , 若 这 些 平 行 线 与 BC,C4,4B 或 其 延长 线 的 交点 分 别 为 D, 
E,F. 

求证 :ADEF 的 面积 是 定 值 . 

证 明 :… AD // BE // CFA 

a 由 等 积 移动 定理 得 :Spgs =S aa 77 D 

Saree = Sacre "7 @,S anre =S sarc 

s S anre — S arec = Š aarc — Š arec 

即 SAper =Sa4sc…… @ 

Q +Q@ +@$#t8: 

Sappe + SAFBE tS aper =S aane + Š AcBE T Š A ABC 

c Saner = 2S saec = 定 值 , 即 无 论 直线 1 的 方向 如 何 , ADEF 的 面积 总 等 于 
AABC 面积 的 2 倍 . 


本 
图 2.88 | 图 2. 89 l 


例 33 求证 :以 三 角形 3 条 中 线 为 三 边 的 三 角形 的 面积 ,等 于 原 三 角形 面积 的 


四 分 之 三 . 
证 明 : 如 图 2. 89, 设 4D,BE,CF 是 人 4BC 的 3 条 中 线 , 则 D,E,F 分 别 是 BC, 
AC,AB 的 中 点 ,连接 FD, 并 延长 到 6 点 ,使 FD = DG, 连 接 CC, 则 四 边 形 FBGC 是 


平行 四 边 形 ,… CF = BG 
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“P RML a — 


PE FDL3AC,AE 3AC 


<. DG 人 上 AE 二 四 边 形 ADGE 是 平行 四 边 形 

<. AD = GE, ABEG 是 以 三 边 中线 为 边 的 三 角形 

…DD,E,F 分 别 是 BC,AC,A4B 的 中 点 

z. AAEF £ ADEF £ ABDF ° ACDE, Ë Saer = Saner = Saer = Sace = 


1 
45 AABC 


< D R: FG 的 中 点 


1 1 
Ge SAgpr =S Aene = 4 S AABC >Š aoe =S aen 一 gose» 由 ,FF 分 别 是 4C,4B 的 中 


点 一 BEFA BC 


x 2 1 
o 由 等 积 移动 定理 得 :SaAspg = Saer = J Saec = Š aene + SAgpg + Saen = 


3 3 
4 a8c ,Bh S ABEG = 可 Saaac 


(2) 利 用 等 积 变换 解决 平面 几何 问题 
例 34 在 A4BC 内 取 一 点 Ç ,# S Magc =S sace = Š ABgcc: 
求证 :6 是 A4BC 的 重心 . 
证 明 :如 图 2. 90 ,延长 AG 与 BC 交 于 点 也 ,由 三 角形 共 边 定理 得 : 
BD _ S Apac s= _ 
DC K ma, . SA4ac =S aace 
x BD Same =1, 故 BD =DC,4D 是 4BC 的 BC 边 上 的 中 线 . 延长 BG X AC + 
ACAG 
点 ,延长 CG 交 AB 于 点 下 , 同 理 可 得 BE ,CF 分 别 是 人 4BC 的 AC 边 ,4B 边 上 的 中 线 
<. G 是 人 ABC 的 重心 . 


图 2.90 图 2.91 
例 35 在 RtAA4BC 中 , 设 48 >4C, 在 斜 边 BC 上 取 一 点 D, 使 BD=4B, 过 D 
作 直 线 平分 人 4ABC 的 面积 , 且 与 AB 的 交点 为 E. 
求证 :BE ,DE 都 等 于 BC 的 一 半 . 
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证 明 : 如 图 2.91, 设 BC 的 中 点 为 0, 连接 40 , 则 : 
Sngo = Ls puc ,由 题 设 知 : 
1 


SAggp = >° AABC 


S SA4ao = S aereo ™S saro = S aero ™S see = S aero =S AAEO = SAgop 


又 … AD 在 EO 的 同 旁 
o 由 等 积 移动 定理 的 逆 定 理 得 :4D//E0, 又 由 BD = AB=BE = BO = BC= 


AAB0= ADBE 
<. DE = AO 
“0 是 BC 中 点 ,人 BAC =90° 


. 40 = 二 
-.A0 = BC 


故 DE = 六 BC 


» BE = DE = + Bc 


例 36 已 知 A4BC 和 ADBC rh, ZA = 2D, 点 4 和 点 也 在 BC 的 同 侧 , 且 
S Mgc = S anec- 

求证 : AABC2 A DBC. 

证 明 : 若 A4BC 和 入 DBC 的 顶点 4 RA D ES, T AABC= A DBC. 

# AABC 和 ADBC 的 顶点 4 和 D 不 重合 ,由 44 = LD, AARIA D EBC H 
同 侧 =34 ,B,C,D 四 点 共 圆 ,如 图 2. 92 ,连接 AD 

e Sagc =SApsc, 且 A,D 在 BC 的 同 旁 

… 由 等 积 移动 定理 得 : 


AD//BC,.. AB = CD—=AB = CD , ¿ ACB = ¿ DBC 
<. AABC A DBC 


图 2. 93 
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例 37 如 图 2. 93 ,已 知 从 圆 外 一 点 已 引 切 线 PA, A RUA, IRR PB 与 圆 交 
于 点 C,B. 


证 明 :… P4 为 圆 的 切线 
在 AP4B #IA PAC th, Z B = Z PAC( LP 公用 ) 


S AB\ AB 
<. APAB= APAC ame | ) = 
C Sama VAC AC 
S BP 
又 A4PB _ DE 
Saa PC 
BP _ AB? 
PC AC 


例 38 如 图 2. 94 ,四 边 形 ABCD 是 直角 梯形 ,4B =8 cm, BC =4 cm, CD = 
5 cm, E X AB 边 上 的 一 个 动 点 , 求 Sps +SaAcsr. 

解 :如 图 2. 94, 

… 四 边 形 ABCD 是 直角 梯形 ,4B// CD 

… 由 等 积 移动 定理 得 : 


S Anpg = S AACE 

1 
A Bar Sace =S a T x8 x4 =16(cm°) 
(3 ) 等 积 作 图 


关于 面积 的 作 图 问题 ,多 数 是 等 积 变换 的 问题 ,通常 是 应 用 等 积 移动 定理 解决 
这 类 问题 . 


E 8 cm 


图 2. 94 图 2. 95 
例 39 求 作 一 个 三 角形 ,使 其 底 边 在 已 知 四 边 形 ABCD 的 边 AB 所 在 的 直线 
上 ,顶点 为 CD 上 的 已 知 点 己 , 且 与 四 边 形 等 面积 . 
作法 :如 图 2. 95 ,过 点 D,C 分 别 作 直 线 DE ,CF 平行 于 EM ,PB, 设 与 48 的 延长 
线 的 交点 分 别 为 点 正 , 严 , 则 APFEF 即 为 所 求 . 


证 明 :… Sasco =S apap +S apas T SacPB S aper = Sarar +S ara +S arpe 


E Zm @rm s = 


X: DE/ PA ,FC // PB 

… 由 等 积 移动 定理 得 :SAmp = Sarap sŠ acre = Š arpe 

“+ S aper = SaBcp 

例 40 过 已 知 三 角形 一 边 上 的 一 定点 , 求 作 一 直线 平分 它 的 面积 . 

作法 :如 图 2.96,P 为 BC 边 上 的 一 定点 , 作 BC 边 的 中 线 4D, 连 AP, 过 点 D 作 
DE // PA 交 4B 于 点 ,连接 PE, 则 PE 为 所 求 的 直线 . 

证 明 :… AD 是 BC 边 上 的 中 线 


~ S Angp = g Saase 
`” Š aanp = Sapen + Š aaen sŠ aggp' = Š apen + Š anera E DE // PA=S sa =S pgp 


1 
< SABEP = S aaen = FS Adc 


À A D E 
AR AR 
C a 
A & a 
B p P B M C 


图 2. 96 图 2. 97 
例 41 作 与 已 知 A4BC 等 积 的 平行 四 边 形 , 且 使 它 的 一 个 角 等 于 已 知 角 a 
已 知 : 如 图 2.97, 在 人 A4BC rh, Z B =a. 
求 作 一 个 平行 四 边 形 使 其 一 内 角 等 于 a, 且 其 面积 等 于 A4BC 的 面积 . 
作法 :如 图 2.97, 过 BC 的 中 点 玉 作 和 CHMD =a 的 直线 MD, it A 作 CM 的 平行 
线 与 MD 的 交点 为 D, 在 AD 的 延长 线 上 取 点 已 ,使 DE = MC, 则 四 边 形 DMCE 为 所 
求 作 的 平行 四 边 形 . 
Py 证 明 :… DELMC 
ik … 四 边 形 DMCE 为 平行 四 边 形 
X: AE// BC ,CM = 六 BC 


s- S sage = ŠopucE 


"~ ZCMD =a 

… 四 边 形 DMCE 为 所 求 作 的 平行 四 边 形 . 
i : 8J42 求 作 三 角形 与 已 知 A4BC 等 积 ,使 在 底 
T 边 上 的 一 个 角 等 于 已 知 角 a, 且 底 边 等 于 已 知 线段 人 
图 2.98 作法 :如 图 2.98 ,过 A4BC 的 项 点 B 作 直线 BH, 
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使 HBC =a, 再 作 AH // BC, 在 BC 或 其 延长 线 上 取 线 段 BE =1, 连 接 EH, J C 作 
CF//EH, 与 BH 或 其 延长 线 交 于 点 下, 则 人 FBE 为 所 求 三 角形 . 


证 明 :… AH//BC 
… 由 等 积 移动 定理 得 : 


S sase =Sanscs 由 CF// EHSS scen =S aren M Saree =S ane + Š aren 

c Saree =S ane + Š acen = Š ane = Š AABC 

又 … BE =1, Z FBE =a 

… AFBE 为 所 求 作 的 三 角形 . 

评述 :在 利用 等 积 变换 解决 平面 几何 问题 时 一 定 要 善于 利用 "等 积 移动 定理 ” 
和 “三 角形 共 边 定理 ”. 


习题 2 
1. 如 题 2. 1 图 ,已 知 E 是 4C HPA, F EAB H EH AF =2FB,BE Ej CF XF 


EP EPa aree te heti, 


点 P. RE, E 
R P. RBB PCS s 


2. 如 题 2.2 图 ,已 知 P ,Q 分 别 是 人 4BC 的 两 条 边 4C ,4B8 上 的 点 , 且 BP 与 CQ 
相交 于 点 0,4P: PC=4:3,40: 08=3:2, 求 SAios 与 Saaoc 之 比 . 


题 2.1 题 2.2 

3. 在 人 4BC 的 三 边 BC,CA,AB 上 ,分 别 取 点 5,F,D 使 得 BE =2EC,CF =3FA, 
AD =4DB. 问 直线 AE ,BF ,CD 围 成 的 三 角形 面积 是 Saach JLA ZIJL? 

4. (1978 年 全 国 中 学 生 数 学 竞赛 试题 ) 已 知 线段 AB 和 一 条 平行 于 AB 的 直线 
L 取 不 在 4B 上 也 不 在 1 上 的 一 点 P, 作 直线 PA ,PB 分 别 与 1 交 于 点 M,N, Æ AN, 
BM 交 于 点 0, 连 PO 交 AB 于 点 Q. 求证 :4Q = BQ. i 

5. 如 题 2.5 图 ,已 知 梯形 ABCD 对 角 线 交 于 点 0, 如 果 直 线 MN//AB, B. MN 与 
梯形 两 腰 4D,BC ,分 别 交 于 点 WM,N, 与 梯形 对 角 线 4C ,BD 分 别 交 于 点 G , H. 

求证 :MG = NH. 

6. 如 题 2.6 图 , 自 4 出 发 的 三 条 射线 构成 两 个 60° 的 角 , 直线 ! 与 三 射线 顺 次 
交 于 点 E,F,G. 
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1 ER 9 
`AF AE AG 


88 2.5 Ea 
7. 如 题 2.7 图 ,已 知 D,E 分 别 是 和 人 4BC 的 两 边 4C,4B 上 的 点 , 且 使 DBC = 
„ŽA 
Z ECB = T 
求证 :BE = CD. 
4 
E D D € 
AN 0 
C 
B r A 
Ta 72.8 


8. 如 题 2.8 图 ,已 知 ABCD 是 平行 四 边 形 ,在 4D 上 取 点 Q,AB 上 取 点 P. 设 
BQ = DP ,BQ ,DP 交 于 点 R. 

求证 : LDRC = Z BRC. 

9. 如 题 2.9 图 , 若 A4BC H LB, Z C 的 平分 线 与 对 边 的 交点 分 别 为 E, 下 ,与 
ZA 相 邻 的 外 角 平 分 线 及 对 边 的 交点 为 D. 

求证 :D,E,F 三 点 在 一 条 直线 上 . 


A 


A 
A x 
D z pi 
B C 


r 题 2. 10 
10. 如 题 2. 10 图 , 设 4D,BE,CF 分 别 是 AA4BC tH ZA, Z B, Z C 的 平分 线 , 且 与 
对 边 的 交点 分 别 为 D,E,F 又 EF 与 BC,DF 与 CA,ED 与 AB 的 交点 分 别 为 X,Y,Z. 
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求证 :X,Y,2Z 在 一 条 直线 上 . 

11. 如 题 2. 11 图 , AABC 的 一 个 旁 切 圆 与 BC,C4 ,4B 的 切 点 分 别 为 D,E,F. 

求证 :4D ,BE ,CF 相交 于 一 点 . 

12. 求证 : AABC 的 三 条 垂 线 共 点 . 

13. 求证 :三 角形 的 三 条 中 线 相交 于 一 点 ,并 且 这 个 点 内 分 各 中 线 为 2: 1( 从 顶点 算 
起 ). 

14. 如 题 2. 14 图 ,在 平行 四 边 形 ABCD 中 ,P 是 平行 四 边 形 4BCD 内 一 点 ,连接 
PA,PB,PC,PD, B. ¿Z PAB = LPCB. 

求证 : LPBA = 上 PDA. 


题 2.11 题 2. 14 

15. 求证 :等 腰 梯 形 在 同一 底 上 的 两 角 相 等 . 

16. 已 知 :在 梯形 ABCD th ,AD // BC, Z B =80°, Z C =50°. 

求证 :4B = BC - AD. 

17. 已 知 : 在 梯形 ABCD t ,AD // BC ,对 角 线 AC LBD. 

求证 :4C2 + BD? = (AD + BC)’. 

18. 如 题 2. 18 图 ,在 人 4ABC 中 ,4B = AC, ¿Z BAC =80° , P 是 三 角形 内 一 点 ,使 
Z PBC =10°, Z PCB =20°. 求 LP4B 的 度数 . 
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19. 如 题 2. 19 图 ,在 A4BC 中 ,4D 为 中 线 ,DE 平分 <4DB. X AB 于 点 ,DF 
平分 ADC, 交 AC FHF. 
求证 :BE + CF > EF. 


20. 如 题 2. 20 图 ,已 知 在 人 4BC 中 , Z A =2 Z B ,CD 3F-ZYy Z ACB. 


求证 :BC = AC + 4D. 
2 
C B 


题 2. 20 
21. 如 题 2. 21 图 ,已 是 正三 角形 ABC 内 的 一 点 ,PA =6,PB =8,PC =10. 
求 A4BC 的 边 长 . 
4 
4 D 
Q 
B C B P 
RER 2.21 题 2. 22 
22. 如 题 2. 22 图 ,已 知 P 为 正方 形 ABCD 的 BC 边 上 的 一 点 ,4Q FA LDAP, 
X CD FA Q. 


求证 :4P = BP + DQ. 
23. 如 题 2.23 图 ,在 人 4BC 中 ,D 为 AB 的 中 点 ,E 为 4C 上 的 一 点 ,DE 交 BC 延 
KARTA F. 


题 2. 23 ER 2. 24 
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24. 如 题 2. 24 图 ,已 知 D 为 正三 角形 ABC 内 一 点 . 

求证 :DA < DB + DC. 

25. 求证 :相似 三 角形 的 对 应 边 上 高 的 比 等 于 相似 比 . 对 应 的 中 线 的 比 也 等 于 
相似 比 . 

26. 求证 :相似 三 角形 的 内 切 圆 的 半径 比 等 于 相似 比 . 

27. 求证 :两 个 相似 三 角形 外 接 圆 的 半径 比 等 于 这 两 个 三 角形 的 对 应 边 的 比 . 

28. 求证 :两 个 相似 三 角形 的 重心 到 对 应 顶点 的 距离 的 比 等 于 相似 比 . 

29. 如 题 2. 29 图 ,从 锐角 三 角形 ABC 的 项 点 B,C 分 别 向 对 边 引 垂 线 BD , CE. 

求证 : AADE "AABC. 


P 
A 
4 B 
5 D 
B C C 


图 2. 29 题 2. 30 
30. 如 题 2. 30 图 ,从 圆 外 一 点 P 向 圆 引 切 线 PA , 引 制 线 PBC , 设 PBC 与 圆 相交 
于 点 B,C ,连接 4B ,4C. 
求证 :AP4B 僵 AP4C. 
31. 如 题 2. 31 图 ,从 圆 外 一 点 尸 向 圆 引 两 条 制 线 P4B ,PCD ,分 别 交 圆 于 A,B, 
C,D X% AD ,BC. 
求证 :(1) APBC A PDA; 


(2) APAC— A PDB. 
P 
A A p 
Q 
B 
A 
D B CD 4 
题 2.31 题 2. 32 


O s @rz == 


32. 如 题 2. 32 图 ,一 直线 上 有 4,B,C,D 四 点 ,在 AC, BD 上 作 相 似 三 角形 APC 
和 BOD, 设 对 应 边 AP // BQ ,CP // DQ ,PQ 5 AD 相交 于 点 O. 

求证 :04. OD = 0B . OC. 

33. 已 知 A4BC 的 坐标 分 别 为 4( -5,5) ,B( -3,3),C(1,5) , 画 出 它 的 一 个 以 
0'(1,1) 为 位 似 中 心 , 位 似 比 为 才 的 位 似 图 形 A' B' C'. 

34. 如 题 2.33 图 ,从 RtA4BC(B 为 直角 ) 的 顶点 B 向 4C 引 垂 线 BD, 在 BD 上 


BD _ AD 
取 一 点 ,使 入 = ED' 连 接 CE. 


求证 : Sapp = S apec 


中 


题 2. 34 
35. 已 知 A4BC 中 ,4D 是 中 线 ,E 是 4D 的 中 点 ,fF 是 BE 的 中 点 ,C 是 CF 的 中 点 . 


1 
求证 :SAarc 一 gSa 
36. 已 知 0 为 A4BC 内 任意 一 点 ,40,B0,C0 的 延长 线 分 别 交 BC,CA,AB 于 点 


D,E,F. 

= OD OF OF 

Et BE Cr 

37. 如 题 2. 37 图 ,已 知 与 平行 四 边 形 ABCD 之 对 角 线 BD 平行 的 直线 PQ 交 
BC,CD 于 点 P,Q. 

求证 :Sagp = Sang: 

4 D 
Q 
B x ë 
RER 2.37 
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38. 过 已 知 三 角形 ABC —j BC 上 的 已 知 点 已 , 求 作 一 直线 平分 此 三 角形 的 
面积 . 

39. 如 题 2. 39 图 ,已 知 :四 边 形 ABCD. 

求 作 : 过 4 点 作 一 直线 ,分 四 边 形 ABCD 为 等 积 的 两 部 分 . 


A 
D 


RH 2.39 
40. 已 知 三 角形 ABC 和 边 BC 上 的 一 点 D. 
求 作 :平行 于 定 直 线 AD 的 直线 MN ,使 它 将 A4BC 的 面积 分 割 成 m: n. 


第 3 童 平面 阿 量 


向 量具 有 数 与 形 的 双重 性 ,能 有 效 地 将 复杂 的 几何 论证 问题 转化 为 简单 的 数 
学 运算 ,使 形 向 数 的 转化 变 得 更 为 直接 ,推理 运算 过 程 大 为 简化 . 因此 ,向 量 是 研究 
和 解决 几何 问题 的 有 力 武器 . 同时 ,向 量 是 中 学 新 课 标 中 的 重要 内 容 ,向 量 知识 体 
系 在 中 学 的 介入 ,为 中 学 平面 几何 问题 的 解决 开辟 了 一 条 新 的 道路 . 

本 章 主要 用 向 量 的 数量 积 来 研究 平面 中 的 平行 垂直 、 夹 角 、 共 点 、 共 线 等 问 
题 ,同时 也 拓展 到 用 向 量 的 向 量 积 研究 “面积 、 距 离 ,等 边 三 角形 、 等 腰 三 角形 、 等 腰 
直角 三 角形 " 等 问题 . 


3.1 平面 向 量 基本 知识 


3.1.1 平面 向 量 的 概念 及 运算 


1) 向 量 的 有 关 概 念 
(1) 向 量 
既 有 大 小 又 有 方向 的 量 叫 作 向 量 向 量 48B 的 大 小 ,也 就 是 向 量 4B 的 长 度 (或 称 
, 记 作 14B1. 
(2) 零 向 量 
长 度 为 0 的 向 量 叫 作 零 向 量 , 记 作 太 . 
(3) 单 位 向 量 
长 度 等 于 1 个 单位 长 度 的 向 量 , 叫 作 单位 向 量 . 
(4) 平 行 向 量 
方向 相同 或 相反 的 非 零 向 量 叫 作 平 行 向 量 . 规定 0 与 任 一 向 量 平行 . 因为 任 一 
组 平行 向 量 都 可 以 移 到 同一 直线 上 ,所 以 ,平行 向 量 也 叫 作 共 线 向 量 . 
(5) 相 等 向 量 
长 度 相等 且 方 向 相同 的 向 量 叫 作 相等 向 量 . 零 向 量 与 零 向 量 相等 . 任意 两 个 相 
等 的 非 零 向 量 , 都 可 以 用 同一 条 有 向 线段 来 表示 ,并 且 与 有 向 线段 的 起 点 无 关 . 


模 


— 


| 


(6) 相 反 向 量 

与 向 量 a 长 度 相 等 ,方向 相反 的 向 量 叫 作 a 的 相反 向 量 , 记 作 -a,a 和 -cx 互 为 
相反 向 量 . 规定 零 向 量 的 相反 向 量 仍 是 零 向 量 . 任 一 向 量 与 它 的 相反 向 量 的 和 是 零 
向 量 . 

2) 向 量 的 表示 法 

(1) 几 何 表 示 法 

用 一 条 有 向 线段 来 表示 向 量 , 有 向 线段 的 长 度 表示 向 量 的 大 小 ,箭头 所 指 的 方 
向 表示 向 量 的 方向 . 

(2) 字 母 表 示 法 

用 字母 5,0 ,5 等 表示 向 量 , 或 用 表示 向 量 的 有 向 线段 的 起 点 和 终点 字母 表示 
向 量 ,如 AB,AC 等 . 

3 ) 向 量 的 基本 运算 

(1) 向 量 的 加 法 

@ 定 义 : 求 两 个 向 量 和 的 运算 , 叫 作 向 量 的 加 法 . 对 于 零 向 量 与 任 一 向 量 a, 有 

运算 律 . A. 交换 律 :& +b = b +a. 

B. 结合 律 :(Z+D) +E=E+(0D+E). 

@ 向 量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 与 三 角形 法 则 . 

A. 平行 四 边 形 法 则 : 


如 图 3. 1(1). 
图 3.1(1) 图 3.1(2) 
B. 三 角形 法 则 : 
如 图 3. 1(2). 
(2) 向 量 的 减法 


QD 定义 : 求 两 个 向 量 差 的 运算 , 叫 作 向 量 的 减法 . 

@ 向 量 减 法 的 平行 四 边 形 法 则 (或 三 角形 法 则 ) :如 图 3. 2. 

(3) 实 数 与 向 量 的 积 

实数 和 与 向 量 a 的 积 是 一 个 向 量 , 记 作 入 a, 它 的 长 度 与 
方向 规定 如 下 : 


WEEL EGES 


A.làal=làl -+ lal; 

B. 当 和 A >0 时 ,A aE SaR AAE; 4 À <0 时 ,A GAIA É SaR AE 
反 ; 当 入 =0 时 ,A a=0. 

@ 运 算 律 : 设 入, 为 实数 ,那么 : 

A.A(Ua) = (An) a. 

B. (àA +u)a=)À ar+u a. 

C.A(a+b)=AÀ a+Ab. 

4) 平 面向 量 的 相关 定理 

(1) 共 线 向 量 定理 

5 与 非 零 向 量 z 共 线 的 充 要 条 件 是 有 且 只 有 一 个 实数 和 ,使 得 = À a. 

(2) 平 面向 量 基本 定理 

如 果 ei ,如是 同一 个 平面 内 不 共 线 的 两 个 向 量 ,那么 对 于 这 一 平面 内 的 任 一 向 
量 #, 有 且 只 有 一 对 实数 A, ,A, 使 8 = AL E + A; 忆 , 不 共 线 的 向 量 e 全 叫 作 表 示 这 
一 平面 所 有 向 量 的 一 组 基底 . 


3.1.2 平面 向 量 的 坐标 运算 

1) 平 面向 量 的 坐标 表示 

在 平面 直角 坐标 系 内 ,分 别 取 与 x 轴 和 y 轴 方向 相同 的 两 个 单位 向 量 ?,7 了 作为 
基底 , 任 作 一 个 向 量 a. 由 平面 向 量 基本 定理 知 , 有 且 只 有 一 对 实数 x,y, 使 得 & = 
x 了 +y 了 , 则 实数 对 (x,y) 叫 作 向 量 z 的 ( 直角) 坐标, 记 作 a = (x,y) ,其 中 x 叫 作 5 在 
x* 轴 上 的 坐标 ,y 叫 作 a 在 y 轴 上 的 坐标 ,2 = (x,y) 叫 作 向 量 的 坐标 . 与 二 相等 的 向 
量 的 坐标 也 为 (x,y) ,显然 i = (1,0) ,j = (0,1) ,0 =(0,0). 

2) 平 面向 量 的 坐标 运算 

DEHE = (x,y), b = (21,2), Wa +b = (x, +22,7, +y), -b = (x, — x, 
Yı = 

BAAC y.) ,B(x; ys) , 则 AB = (x, — xi ,ys -1). 

@E a = (x,y) EBR A MA G = (Ax,Ay). 

Dita = (x,y) b = (x ,yi) JEPE #0, Wa / b BJ 3838 54 xy, = %71 


2 d i | 


3.1.3 平面 向 量 的 数量 积 


1 ) 平 面向 量 数量 积 的 概念 
(1) 两 个 非 零 向 量 的 夹 角 


已 知 两 个 非 零 向 量 z 和 5, 作 04 = a ,b = OBM] ¿ AGB =9(0°<9<180°) 叫 作 向 
量 4 与 5 的 夹 角 . 显然 , 当 9 =0° 时 ,a 与 5 同 向 ; 当 09=180° 时 ,4 与 5 反 向 ; 当 0 =90° 
时 , 则 称 & 与 5 垂直 , 记 作 a 1 b. 

(2) 平 面向 量 的 数量 积 

已 知 两 个 非 零 向 量 5 和 2 ,它们 的 夹 角 为 09, 则 数量 1a1 151cos 0 叫 作 a 与 5 的 
数量 积 (或 内 积 ) , 记 作 .5, 即 2 .5 =121 1Dleos 0. 

规定 0 与 任 一 向 量 和 数量 积 为 0. 

2) 平 面向 量 数量 积 的 几何 意义 

(1) 一 个 向 量 在 另 一 个 向 量 方向 上 的 投影 

151cos 0 叫 作 向 量 b 在 a 方向 上 的 投影 . 投影 是 一 个 数量 ,而 不 是 向 量 . 如 图 3. 3 
所 示 , 当 9 为 锐角 时 ,投影 是 正 值 ; 当 9 为 钝 角 时 ,投影 是 负 值 ; 当 9=90° 时 ,投影 为 
0; 当 98=0° 时 ,投影 是 151; 当 90=180° 时 ,投影 是 -1b1. 


(2)a .5 的 几何 意义 

数量 积 &. 5 等 于 a 的 长 度 1a1 与 5 在 z 的 方向 上 的 投影 151cos 0 的 乘积 . 

3 ) 平 面向 量 数 量 积 的 性 质 

设 &,b 都 是 非 零 向 量 ,e 是 与 5 方向 相同 的 单位 向 量 ,0 是 4 与 的 夹 角 , 则 : 
Qe.':a=a:e=lalcosb. 

@a 1 bed .b=0. 

@ 当 与 5 同 向 时 ,#6=131 .151; 当 8 与 5 反 向 时 ,#.b8= -lal - Ibl. 
特别 地 a - a= lalla = Va a, labi = V (G +b). 


SLL GE: 


o~} 


Geo =- — 
al» Ibl 

Ola -b blsial . Ibl. 

4) 平 面向 量 数 量 积 的 运算 律 

Dita = (%1 ,71) ,6 = (22,92) , 则 ` b = xx; + yiya- 

Dita = (xz,y) , 则 lal? =x +7, RIA] = Vx +y. 

OH Ala yi) ,B(x2,y3) , 则 IABI = /(xz, x) + (ys =y). 

@ 设 非 零 向 量 a = (x,y) ,b = (22,72) Wa L bex + yuy =0. 


3.1.4 线段 的 定 比 分 点 及 图 形 的 平移 


1 ) 线段 的 定 比 分 点 
e 


BATA ee 
(2) 线 段 的 定 比分 点 坐标 公式 
HPP = À PP; ,P(xi,y1) P(x,y),P,(x,,y,) , 则 : 
_ x + Àx; 
| , Ay EAR BEP, Pa RE HANURA: 
l+ 
特别 地 , 当 入 =1 时 ,点 已 是 线段 P.P, 的 中 点 ,有 : 
x, + x; 
a Eb 
| y ay 叫 作 有 向 线段 局 户 的 中 点 坐标 公 公式 . 
> 
(3) 线 段 的 定 比 分 点 的 性 质 
如 图 3.4,P 是 线段 AB 的 一 个 分 点 ,0 为 平面 内 一 定点 。 = 
A QDÆAP =t 4B, 则 OP = (1 -t) OA +t OB. 反之 , 知 OP = 
X a (1 -1)04+108, 则 4,P,B ZARR. 
OË P JEE AB 内 分 为 m:n 的 点 , 则 0F = 


6 nOArmOB > 3 OË = n OÅ +m OŘ WAP BEZE 
m+n m+n 


图 3. 4 共 线 . 
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2 ) 平 移 

(1) 图 形 的 平移 

设 玉 是 坐标 平面 内 的 一 个 图 形 , 将 下 上 所 有 点 按照 同一 方向 a ,移动 同样 长 度 
1a1, 得 到 图 形 F', 这 一 过 程 叫 作 图 形 的 平移 , 记 作 一". 

(2) 平 移 公 式 

设 P(x,y) 是 图 形 下 上 的 任意 一 点 , 它 在 平移 后 图 形 F' 的 对 应 点 为 P(x',y')， 

= x =x+h 
HRPP = (hb) , 则 | “了 称 为 点 的 平移 公式 . 

y =y+k 

3.1.5 向 量 的 向 量 积 (又 称 叉 积 或 外 积 ) 

1 ) 两 个 向 量 的 向 量 积 (又 称 两 个 向 量 的 又 积 ) 

定义 :如 图 3. 5 ,给 定 两 个 向 量 5 和 2 ,0(0° <0<180°) 为 向 量 5 与 2 的 夹 角 ,规定 
一 个 新 向 量 Z xb 如 下 : 

laxbl=lal + lblsin 0 


其 几何 意义 就 是 以 向 量 z 和 6 为 邻 边 的 平行 四 边 形 
的 面积 . 


a xb 的 方向 : 

Q@ 著 [z 和 58 中 有 一 个 为 零 向 量 , 则 a x 5 的 方向 不 定 . 

@ 若 z 和 6 都 是 非 零 向 量 且 共 线 , 则 a x 5 的 方向 也 不 定 . 

@ 车 z 和 4 是 不 共 线 的 非 零 向 量 , 则 a x 5 同时 垂直 于 az 和 45( 即 垂直 于 图 3. 4 中 
平行 四 边 形 所 在 平面 ) , 且 4,b 及 a x b 构 成 右手 系 . 

这 个 新 向 量 a x 5 叫 作 向 量 a 与 5 的 向 量 积 . 

2) 性 质 


一 
一 一 * =e 
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O =s @r= == 


@cx(a+b)=cxa+Cxb. 
@A(4+b)=(Aa)xb=ax(Ab)(A 为 常数 ). 
4) 点 到 直线 的 距离 公式 


设 4,B 是 直线 1 上 的 两 点 ,C 是 直线 1 外 的 一 点 ,如 图 3.6, 记 4B =&z,AC = b , Wl 
点 C 到 直线 1 的 距离 : 


图 3.6 
5 ) 向 量 的 旋转 


(1) 设 向 量 a 绕 始点 O 逆 时 针 方向 旋转 0 角 到 a’ 的 位 置 ,如 图 3. 7, 5 为 与 平面 
AOB 垂直 的 单位 向 量 ,a a feae x 4 方向 上 的 分 量 分 别 为 : 

OÀ = a cos 0; OB =€ e xa sin 6, 则 a a' =a cos 0 + e x a sin 0 

特别 : 当 9=90° 时 ,a* = xa 

(2) 当 向 量 a 绕 始点 O 道 时针 方 向 旋转 9 角 到 的 位 置 时 ,of = a cos 0 — € x 
a sin 0. 

特别 : 当 9=90° 时 ,a? = -e xa. 

(3)e x (e xa) 的 几何 意义 

如 图 3. 8, 将 向 量 a 绕 始点 O 逆 时 针 方 向 旋转 
90° 到 达 e x a 位 置 ,再 将 向 量 e x a 绕 始 点 O 逆 时 
针 方 向 旋转 90° 即 到 达 e x (e x a) 的 位 置 . 

所 以 e x (e xa) 的 几何 意义 就 是 将 a 绕 始 点 
图 3.8 O 逆 时 针 方 向 旋转 180° 所 得 到 的 向 量 ,因此 ,e x 


(exa)= -a. 
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3.2 平面 向 量 在 平面 几何 中 的 应 用 


3.2.1 利用 向 量 证 明 或 判定 两 直线 平行 问题 (运用 共 线 向 量 
定理 证 明 或 判定 ) 

例 1 证 明 三 角形 中 位 线 定 理 

已 知 :如 图 3.9, AABC 中 ,D,E 分 别 是 边 AB , AC 的 中 点 . 

求证 :DEL3BC. 


证 明 :… D,E 分 别 是 边 AB AC 的 中 点 


2 2 
— — 一 一 1 ,— — 1 一 一 
E =AE -AD =—(AC -AB) =—B 
2 2 
一 人 ] 一 一 
J 
. EE C 


又 … DE 与 BC RHR ,.. DE L BC. 


A D c 
D E ZN 
B c N 
图 3.9 图 3. 10 


例 2 如 图 3. 10, 已 知 梯形 ABCD 中 4B/ CD, M, N 分 别 为 对 角 线 AC, BD 
的 中 点 . 

求证 :MN//4B. 

证 明 :… AB // CD 


<. HRAB = A DC =A alà >1), X AD = b ,HHMN =AN - AM,M ,N 分 别 为 对 角 


线 4C,BD th A—AM = AÇ = (AD + DG) =+ (Ë +a) ,BÑ = -BD = + (AD - 
— l e > — a 11 > se iia a 
AB) =z (8 -d) AÑ =AB +BŇ=\ d+ 5 (8-4) =(à-5)i +> 
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MN = (a-z) -2 CEEE Lys 


ASi 

<. MN // a , BUMN // AB 
又 … MN 5 AB 不 共 线 
~. MN // AB 


3.2.2 利用 向 量 证 明 或 判定 两 直线 垂直 问题 (充分 利用 两 直 
线 垂直 的 充 要 条 件 一 数量 积 为 零 ) 


例 3 证 明 莹 形 的 两 条 对 角 线 互相 垂直 平分 . 

如 图 3. 11 ,已 知 四 边 形 ABCD 为 莹 形 , 它 的 两 条 对 角 线 AC ,BD 相交 于 点 0. 

求证 :4CLBD H 0 分 别 为 4C,BD 的 中 点 . 

证 明 :… 四 边 形 ABCD 为 菱形 

<. AB =AD, 设 4B =4,AD =6,WMIal =161,AC = a +b ,DB = a - b=>AG + DB = 
(a+b). (@-b)=lal? - 1512 =0 

<. AC L DB B} AC 1 BD,AO L BD 

AO 1BD 


XË a= >? X BD 的 中 点 , 同 理 坟 0 为 4C 中 点 . 


2 eS 
k 2 


B B M 0 A 


图 3. 11 图 3. 12 
<. AC LBD 日 0 分别 为 4C,BD 的 中 点 , 即 蓉 形 的 两 条 对 角 线 互相 垂直 平分 . 
例 4 如 图 3.12 在 RtA4BC 中 , Z C =90° ,C0 为 4B 边 上 的 高 ,点 M 和 分 
别 是 0B8B 和 CO 的 中 点 . 
求证 :AN 1 CM. 
证 明 : 设 08 =2 a ,0C =256, 由 点 M 和 WN 分 别 是 0B 和 C0 ñ)rhyS—O0M = a ,ON = 


b, XAO =A a, HAC =A0 +0C,CB =0B -OC 得 AC =A a +2 b,CB =2 a -2 b. 
< Z ACB =90° 
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— — = 一 = 
‘AC. CB=0=(AÀ a+2 b) : (2a -2 b) =0— 
2àlal? +(4-2A)a b -41b1? =0 
“OCLOB 
& .b=0, 从 而 得 Alal? - 21512 =0 
— — — > > 
AN=AO +ON=Aa+b] , , Ne 
H> o o _ ; AÑ Oh (Aa e +Ë) (ë -2 D saldi -2 =0 
CM =0M -OC =a -b 
— — 
~. AN LCM,B AN L CM 


3.2.3 利用 向 量 研究 “有 向 线段 的 定 比 分 点 ”和 “三 点 共 线 ” 
问题 (运用 线段 的 定 比 分 点 的 性 质 研究 此 类 问题 ) 
例 5 (证 明 有 向 线段 的 定 比分 点 的 性 质 ) 
如 图 3. 13 ,已 是 线段 48 的 一 个 分 点 ,0 为 平面 内 一 定点 . 
Q@ 若 4P =t4B, 则 OP = (1 -t)OA +t OB. A 
反之 , 若 0P = (1 -1)04 +t08, 则 4,P,B 三 点 4 
R. 
OË P 把 4B 内 分 为 m:n n 的 点 , 则 08 = 


i 
n OA +m OB ,反之 ， 若 0F = TE 
m+n 图 3. 13 


kik. 
> > > > > 

证 明 :@ 若 4P = t 4B, 则 AP =+( 0B -04) 
— 一 一 > — 
-< OP = 0A +AP 

> > > > — — 一 一 — 一 一 
WJOP = OÅ +t( OB - OÁ) = (1 =t) OÁ +t OB. XZ ,##0P = (1 -t)OA +t OB 
— — > > > > > p 
则 04 +AP = (1 -t) OÅ +t 0B=AP =t( 0B - OÅ) =t AB 
A.P. B = 点 共 线 


N 


N 


@) 如 果 P 是 把 4B 内 分 为 m: n 的 点 ， BAP = AB = 一 (OB - 01) OP = 
OÅ s AP = 0A +E = [1-8] + — PS 08 = — TO + OB = 
m+n m+n m+n m+n m+n 
OÁ +m OB iee a n. 0À +m OB 
2 反之 ,车 0P = 一 一 一 , 则 4,P,B 三 点 共 线 . 
m+n m+n 


特别 :如 果 尸 为 4B 的 中 点 ,那么 0 = 
例 6 已 知 G 为 A4BC 的 重心 ,0 为 A4BC 所 在 平面 内 任意 一 点 , 且 04 = 


一 > — 
OA + OB 
-z 2 
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OB =b,0 = 
求证 :06 = (a+b +e) 

证 明 : 如 图 3. 14, i AABC 的 一 边 BC 的 中 点 为 M, 则 把 AM 内 分 为 2 : M 
A sQ. A 就 是 A4BC 的 重心 ee 

s 点 的 性 质 ) 知 : 
7 1 ¿> _ =. = _ 
了 

- š T ,i 

1 . 04 +2 OM a+2| z+e)] OE S 
m3. 14 = =—(a+b+c) 


1+2 _ 3 3 
例 7 设 把 A4BC 的 边 BC,CA, AB 内 分 为 m:n 的 点 分 别 为 4',B',C' ,求证 : 
AABC 的 重心 6 和 人 4'B'C' 的 重心 6' 是 同一 点 . 


证 明 : 设 04 =a, 0B =8,0C =c, H LAOG = Ft +i), NHARE 
的 定 比 分 点 的 性 质 得 : 
oa = nOB +m0Ç _ nb +m gg  nOC+mOA -nc+ma 
m +n m +n m+n m+n 
oc nO0A+mOB _natmb 
m+n _ metn 
OG’ = OÈ =+-(04! + 0B’ + 0C’) 
.1 nb+mc nc+ma na+mb 
.0G' = [ m+n m+n m+n j= (a+b +e) 
0OC=05 
.GCG 和 G' 是 同一 点 
例 8 如 图 3. 15 , 设 平行 四 边 形 ABCD 的 边 BC 的 中 点 为 ,连结 AE. 
求 直线 AE 把 对 角 线 BD 所 分 成 的 比 . 
解 :如 图 3. 15, 设 AE 和 BD 的 交点 为 P,BA = a,BC =6, 则 BD =a + b, BE = 
JE QEP =: 而 , 则 由 有 向 线段 的 定 比分 点 的 性 质 得 :下 = (1 — t) BË +t BÀ = 


rdt(1-)36 ere D 


又 因为 P 是 BD 上 的 点 , 设 BP =m BD, 即 BP =m(a +b) 
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由 ,加 得 :i a + (1 -Dy5=m(4+5)=(r- m) = (no 


l-t 1 
2 3 
BP =m BD =+-BÜ 
<. BP: PD =1: 2, 即 直线 AE 把 对 角 线 BD 所 分 成 的 比 为 1 2 
A D 
an Ee 
X 2 e 
B E C É c 
图 3. 15 图 3. 16 


例 9 如 图 3.16, 已 知 P 为 平行 四 边 形 ABCD 的 边 CD 上 的 一 点 , 且 使 CP : 
PD =1 : 2,0 为 对 角 线 4C 上 的 点 ,使 CO: QA=1: 3. 
求证 :B,Q,P 三 点 共 线 . 
Z=: ¿i P 
证 明 : 设 CP=a,CBP=0, 由 CP: PD=1: 2Ə=CP: CD=1: 3 
“CD=3 CP =3 a 
… ABCD 是 平行 四 边 形 
— — ep i = > 
<. CÀ =CD +CB=3a+6,CQ: QA=1: 3ƏCQ: CA=1: 4, >00 = 


(b-a), Bi 4 PO =b-a 


~- B,Q,P 三 点 共 线 
例 10 如 图 3. 17, 在 平行 四 边 形 4BCD A P 
的 边 BC,CD 上 分 别 取 点 ,Ff, 使 BE: EC =1: 


3,CF : FD =2: 1, H BF 的 中 点 为 有 2 
求证 ;D,M,E 三 点 在 一 直线 上 ,并 有 DM: 全 二 


ME =2: 1. 
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证 明 : 如 图 3. 17, BÀ =a,BC = b. MIBD=-BA+BC=a+b, 
-< BE: EC=1: 3 


l 


.. BE: BC =1 : 45B 


t= 
"I 


WX: CF: FD=2: 1 


=k 2 2- 
<. CF: CD =2: 3=CF= BA =a 


<. D,M,E 三 点 在 一 条 直线 上 

“* DM: DE =2: 3 

~. DM: ME =2: 1 

例 11 如 图 3.18, 设 经 过 平行 四 边 形 ABCD 内 的 一 点 已 , 作 边 BC 的 平行 线 和 
4B ,DC 的 交点 分 别 为 E,F, 过 P 又 作 AB 的 平行 线 和 AD ,BC 的 交点 分 别 为 G, H, 


AH 和 CE 的 交点 为 Q. 
x == V en ne 
ENS 证 明 : 如 图 3. 18, 设 BA =a, BG =b, WJ BE = ma, 
B H `: ABCD 是 平行 四 边 形 
图 3.18 “BD=BA+BC=a+6 
` EBHP 也 是 平行 四 边 形 


.BP =BÈ +BH =m +n b, M Q 是 直线 4H 上 的 点 
-. HQ = t, 而, 则 由 有 向 线段 的 定 比分 点 的 性 质 得 : 
BỌ =(1-t,)BH +t, BA =(1-t)nb+ta eee D 
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同 理 Q 是 直线 CE 上 的 点 ,… ACO = t, CE, 则 
BO=(1-4)BC+t, BE=(1 -wb +omad eian @ 
由 四,@ 得 :(1 -tnb+t a=(1 -6,)b +t,m a," 2 与 5 不 共 线 ， 


t =t,m 


t -tm=0 一 一 = F 
At i = 1 nm (11 
1 -6 -n(1-4)=0 t, =— ] -mn ] -mn 
] -mn 
BLS Inn nom l [(m - mn)a + (n — mn) b ] = : [ma +n b- 
l -mn l -mn ] -mn l -mn 


s > 1 > -> 
mn(a+b)] =I mp (BP -mn BD). 


A G - mn) BQ = BP - mn BD=>BP = mn BD + (1 -mn) BQ 
A mn =1, 则 有 BP=(1 -1)BO+tBD 
“…D,P,Q 三 点 在 一 条 直线 上 . 


3.2.4 利用 向 量 研究 “三 线 共 点 ”问题 

例 12 证 明 三 角形 的 三 条 高 线 相交 于 一 点 . 

如 图 3. 19, 已 知 4D,BE,CF 分 别 是 和 4BC 的 三 条 高 . 

证 明 :如 图 3.19, 设 BE 与 CF 相交 于 点 H,AB =a,A 
BB =A, BE( 其 中 入 ,Ay,As eR), 则 有 BC =6-a,BE=AE -AB = A, b — a , CF = 
AF -AČ =A, d -b ,AH = AB + BH = AB + À, BÈ =a +A, (A, b-a) =(1-A,)a+ 


一 


À;Às b. 


A 
BELAC) BÈ-AČ=0) (MAb -a)- b =0 
pp *, uz aD 上 F 
à lal =A,lbl =a -b ý 
speeli- YR AQ t ea poc 
[ (A31) +A, (1 -A,A3)] lal? 图 3. 19 


“CB=BB -BC=A, BE-BC=(1-A)ad+(AAs -1)b, H CH LABƏ 
CH -AB =0s[ (1 =). Ya + (AA. - 130] + 8 = 

À.) + lal? =0>[ (A, -1) +À,(1-AA;)Jlal2 =0 
<. AĤ . BC =0, B} AH LBC 


05 (A,A; -1)a + b +(1 —- 


:_ .4 和 初等 仁 何 研究 


X: AD 1LBC 
… 直线 AD 与 直线 4H 重合 


人 


3.2.5 利用 向 量 解决 有 关 线 段 的 长 度 问 题 


例 13 求证 :平行 四 边 形 四 边 的 平方 和 等 于 两 条 对 角 线 的 平方 和 . 

如 图 3. 20 ,已 知 ABCD 是 平行 四 边 形 . 

求证 :2(48 +AD2) = AG + BD. 

证 明 :如 图 3. 20, AB =a,AD =b, J]: 

AB = lal? ,AD? = |b 2 AC a +b,DB =a - b 

AC =la+bl2 = lal +2a-b+lbE2 DB =la -bl = lal -2% -b+1b? 
AC’ +DB2 =2( 1al? +161?) =2(AB2 +AD2) 

即 平行 四 边 形 四 边 的 平方 和 等 于 两 条 对 角 线 的 平方 和 . 


0 
9 c 
F po Q 
b i P 
A B 4 D š 
图 3. 20 图 3. 21 


例 14 如 图 3. 21 ,已 知 线段 PQ 过 人 408 的 重心 6, 且 P,Q 分 别 在 04,0B 上， 
设 OP =m » 04,00 =n :0B. 求 二 + 一 的 值 


解 : 设 04 =&,0B =b, NJOP =m a,0Q =n b 


> j! > > 
““ OD => (04 + 0B) 


== $ 1 > >, — 2 一 一 | PTEN > > + > I a= = 
.OD=— (a +b),0ÇG=—0D=—(a+b),PG=0G-0P = (a+b) - 
2 3 3 3 
2 1 N l> — — 一 一 = 一 
ma=[+s -m)a +>, Q=0Q-0P=nb-ma 


~ P,G, 三 点 共 线 
… 存在 一 个 实数 A, 使 PC =A PO 


n (3 -mi + yb = 和 (nB -ma) ,又 6 与 5 不 共 线 


2 d 3 | 


,由 四,@) 消 去 和 得 :一 + 一 =3. 


例 15 如 图 3.22 ,在 A4BC 中 ,ZA4=90°,BC 的 中 “< 
AH M,F AB,AC 上 分 别 取 点 P,@, 使 PHMQO =90” 0 


求证 :PQ? = BP + CQ°. 
证 明 : 设 MP = a ,MB = b ,MQ =c. J 

— —, — ,„ 一 

BP =MP -MB =a -b — > 
CO=MO -MČ =MQ +MB =¢ +b Ba 


-o> am < =ý a = 
PQ =MQ -MP =c -a 

2 52 == sss Pe Ë = ..2 
“PO ' =PQ = (c —-a) =le" =2e"a+lal 
“* Z PMQ =90° 
c ` a=0 
. PQ = lc? + lal? 


W- BP +C =BP +CO =(@-b)?+(€ +b)? = la +121? +26. (b+ -a) 
`~ AB LAC 
<. BP 1 COSBP - CO =0,BP(@ - b) - (€ +b) =0>a -c +a: b-b: 
v ¿+ a=0>b > (b+c -a)=0 
“BP + CQ = (a -b)2+(cC +b) =1al? +121? = PQ 
z. PQ? = BP? + CQ? 
3.2.6 利用 向 量 解决 有 关 夹 角 的 问题 (运用 相关 公式 
a.b 
cos 9= 一 一 一 一 求 夹 角 ) 
la |: lèl 
4 例 16 “等 腰 三 角形 ABC 中 ,4B = AC. 
求证 :上 B = ¿C. 
证 明 : 如 图 3. 23, 设 4B =a,AC =b, 
-AB = AC 
5 c <. lal =1b51,BĊ=4AĠ-AB=b-a 
图 3. 23 
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一 > — = = 2 > ? 
BA: BC = -a - (b-a) =lal -a-b 
A- CB= -b (b-a)=1bl -a -b=lal? -a .6,Bi. B = WÀ - CB, IBAI ， 
= — — 
IBCI = ICAI : ICB| 
一 > — 一 > — 
BA - BC CA - CB 
X'e cos C= 


0 ——— 
IBAI . IBCI ICAI . ICBI 
<. cos B = cos C 
“0<A<T,0<C<T 
~ Z B = Z G. 


3.3 平面 向 量 在 解决 三 角形 问题 中 的 应 用 


由 于 向 量 的 运算 既 涉 及 线段 的 长 度 ,又 涉及 夹 角 ,结合 数量 积 公式 能 有 效 地 解 
决 一 些 三 角形 中 的 问题 ,因此 向 量 法 也 是 解决 三 角形 问题 的 一 种 有 效 方 法 . 
定理 :一 个 封闭 图 形 的 封闭 折线 在 y 轴 上 (或 x 轴 上 ) 的 投影 和 等 于 零 


3.3.1 利用 平面 向 量 证 明正 弦 定 理 
例 1 如 图 3.24, 已 知人 4BC rh, ZA, Z B, ZC 的 对 边 分 别 为 a,b,c. 


‘sinA sin B sin C 
证 明 : 如 图 3.24, 以 4B 为 x 轴 ,4 为 坐标 原点 建立 平面 直角 坐标 系 , 则 封闭 折 
线 48C4 在 y 轴 上 的 投影 和 等 于 零 
… AB,BC,Ch 在 y 轴 上 的 投影 分 别 为 0,a sin B, -b sin A 
<. a sin B-b sin A=0 
a b 


sin A sin B 


# BC 为 x 轴 ,B 为 坐标 原点 , 同 理 可 得 一 


sin sin T 


aG b ë 
”sn4 sinB sin C 
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图 3. 24 图 3. 25 


3.3.2 利用 平面 向 量 证 明 余 弦 定 理 


例 2 如 图 3.25, 已 知人 A4BC 中 , ZA, LB, LC 的 对 边 分 别 为 a,b,c. 
求证 :a? =b? +e -2bc cos À 
b =a +e -2ac cos B 
c =a +b —2ab cos C. 
证 明 :… BC = AC -AB 
一 之 2 -> =a 
<. IBC? = (AC -AB) 
— — — — 
= IACI? -2 AC : AB + IAB 12 
= 2 — — =; 
= |ACI -21AC| . IAB|cos A + IABI 
EJ a° = b? + -2bc cos A 
同 理 可 证 :b? =a +c -2ac cos B, =a? +b? -2ab cos C 


3.3.3 利用 平面 向 量 推导 一 个 三 角形 的 面积 公式 
例 3 在 A4BC H, EAB = (m,n) ,AC = (p,q). 


、 1 
RHE: S saec = Imq -npl. 


证 明 :… Saane = AB .4C -sin 4 


= + AB -AC (1 — cos24) 
— — 2 
i AÈ - AČ 
=— |AP’ efi - = —— | 
2 IABI . ACI 


1 — — 


AB? .4C2 - (AB - AC)’ 


N 


= 二 Vm +n)(p +q°) - (mp + nq) 
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V (mq =- np)? 


= 
2- 
1 
“a AABO = lmg -npl 
例 4 已 知人 4BC 的 三 个 顶点 坐标 分 别 为 4(1,1),B(5,3),C(4,5). 求 A4BC 


的 面积 . =. 
解 :由 已 知 条 件 得 48 = (4,2), AC = (3,4), 由 三 角形 面积 公式 


1 P 
Saase = > |mq 一 mpl 得: 


AN =} 14 TEA 


3.3.4 利用 平面 向 量 判定 三 角形 的 形状 
在 A4BC rh, LA 是 最 大 角 , 则 只 需 判断 4B. 4C 的 符号 即 可 确定 人 4BC 的 
AB - AC 
形状 ,因为 cos 4 = -一 一 ,所 以 : 
14B1 146 

DHAR - AC =0 BF, AABC 是 直角 三 角形 . 

@`44Ë - AÓ >0 时 , AABC 是 锐角 三 角形 . 

(@`4Ë - AC <0 PF, AABC 是 钝 角 三 角形 . 

例 5 已 知人 A4BC 的 三 个 顶点 坐标 分 别 为 4(2,2),B(1,1),C(5,0), 试 判断 
AABC 的 形状 . 

解 : 由 已 知 条 件 坟 4B =( -1, -1) ,4C =(3,2),BC=(4,-1),14B| = 2, 1ACI = 
V3,18C1 = V7, 所 以 L4 是 A4BC 中 三 个 角 中 的 最 大 角 . 因为 4B < AC = -1 x3+ 
( -1) x( -2) = -1<0, 所 以 AA4BC 为 非 等 腰 的 钝 角 三 角形 . 


3.3.5 利用 平面 向 量 求 三 角形 中 的 夹 角 问 题 
A 例 6 如 图 3.26, 等 腰 三 角形 ABC 中 ,两 腰 中 线 BE 与 CD 
相互 垂直 , 求 24 的 大 小 . 
解 : 设 4B =a, AC =b 
D š `: AB = AC 
~. lal=1bi 
W: E,D 分 别 为 4C,4B 的 中 点 
<. BE = BÀ +> AÓ = -a +36,CD =À + 


] — = = 
图 3. 26 yB = tuy 


dai | 


~- BE LCD 
=s. = 
~ BÈ - CD =0 
( -+ 下 (-6+76) 052a 8 s(a +I y= 
d Pega 
= Ae 
23 e 
"cos 4 =——o F, <A <wx,cos À = s 
ziegi IZI? 


例 7 已 知 在 AABC 中 ,4AB : AC <0,S nase = 于 ,AB =3,4C =5, 求 24 的 大 小 . 


解 :由 4B - AC <0, 知 24 >90° 


Se B ac Ë JAB -AC indda = 


.. sin Z À =}, ZA =30°8} 150°, Tī Z A >90° 


`. Z A =150° 
例 8 (2011 年 上 海 市 高 中 数学 竞赛 题 ) 如 M N 
图 3. 27 ,在 三 角形 ABC 中 ,点 0 为 BC 的 中 点 ,点 
M,N 分 别 在 边 4B,4C 上 , 且 AM =6,MB =4, B C 
NC =3,LMHON=90", 求 24 的 大 小 . 
二 图 3. 27 


二 150 NÒ + AB - LAG. h Z MON =90° 得 MO - NÓ =0, 所 以 


=0 ŽAB . ač -LAP -LAC =0, 由 此 得 
' 35 20 28 


二 2 
kaka ss 28 


ma == 
到 
° 


所 以 cos 4 = + , Z. À = arccos = 
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3.4 向 量 的 向 量 积 在 平面 几何 中 的 应 用 


利用 向 量 的 向 量 积 来 研究 平面 几何 中 的 “面积 ,距离 、 等 边 三 角形 、 等 腰 三 角 
JÉ .等 腰 直 角 三 角形 "等 问题 是 极其 方便 ,十 分 有 效 的 . 下 面 通过 具体 的 例子 来 


说 明 . 
D c 例 1 如 图 3.28, 已 知 平行 4BCD 的 对 角 线 
Ne 交点 为 0,P 为 三 角形 AOB 内 的 任意 一 点 
Co 求证 :SaArcn — Sapan = Sarac +S apen 
ey 证 明 : 设 4B =a,4D =5,4P=<, 则 
— o2 > > , >> , 一 
图 3. 28 DP=c-b, B=a-b,AC=a-+ 
Sars = 1AB x ABI =-la x! 
1 — 一 一 1 a GSM J]; = ; F , 
Sarco = > IDP x Cl=> (c-b)xal=lcxa-bxal 


… 向 量 4B x 4P 与 DP x DHA B. Fe, BIB Etc xa — b x a ia x cHe H |E] 


1 5 k s s a š 1 P SRI a 
=ylexa-bxa-axcl=>l2cxa-bxal 


2 
一 > — 


a S Arco 一 SApaa =SAmc + S apen 
例 2 如 图 3.29, 已 知 D,E,F 分 别 为 人 A4BC 的 
各 边 4B,BC ,C4 的 延长 线 上 的 点 , 且 满 足 AB = BD， 
BC = CE ‚CA = AF. 
SKHE : S Aper =7SA4ac- 
— -一 全 一 
证 明 : 设 4B =a ,AC =b, WIJ 


图 3. 29 
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== =$ > > = =y =, E 
DÈ = DB + BÈ = -AB +2 BÈ = -AB +2( AC - AB) =2 AĜ -3 AB =2 b -3 d 
= — — — = 
DÉ=-DÀA+AF= -2AB -AC= -23-5 
和 oe a 
Saver = IDExDFI =+ ( -24 -6) x(25-3d)1=71dxdl, Sa = 
1 apx AC1 =l Ze 
2 = 


se S aper = TS saec 


评述 :平面 几何 中 有 很 多 关于 面积 的 问题 ,而 有 关 面 积 常常 可 以 用 有 关 向 量 的 
向 量 积 的 模 来 表示 ,所 以 利用 向 量 的 向 量 积 来 解决 有 关 面 积 的 问题 是 一 种 很 有 效 


的 方法 . 
例 3 如 图 3.30,0 为 等 边 三 角形 4BC 内 任意 一 点 ,点 到 0 三 边 4B,C4,BC 的 


距离 分 别 为 0D OE , OF. 
求证 :0D + OE + OF 为 定 值 . 
证 明 : 设 仿 =2,AC =8,40 = c.MJlal =181=| 


— — — — 


CI,BO=A0-AB=c-a, 


—u > œ> 


BC=AC-AB=b-d. 


gë 25 saog z 25 snoc R 25 a Boc 
rbe m QE = 0 =a 
op- AB xA0! _ la xe! op AO RACI _ le bi _ le xbi 
AB lal ' AC I5I lal 


œl 
x 
al 
| 
= 
x 
Ql 
| 
x 
9} 


aaa l-as- 1 
or = BC x BÓL _ 5 
BC 


lal lal 
is 向 量 48B xAO,AO xAC,BC x BO 共 线 且 同 向 , 即 向 量 & xc,cxb,bxc-bx 


d -a x CHR El |) t] 
D 


图 3. 31 
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l(axc)+(cxb)+(bxc-bxa-axc)l 


<. OD + OE + OF = ` 
lal 
-laxbl _lal. Iblsin 60° _ 3 > 
lal lal 2 
<. OD + OE + OF 为 定 值 


例 4 如 图 3.31, 四 边 形 ABCD 满足 Sago: Sanco? Saane =3: 4: 1,88 M,N 4Y 
别 为 4C,CD 上 的 点 , 且 满 足 条 件 AM: AC=CN: CD, H B,M,N 三 点 共 线 . 

求证 :M,N 分别 为 4C,CD 的 中 点 . 

证 明 : 设 殉 =#,BC =6,BD =T, MAER Saan: Sase? Saase =3:4: 12 
Ilexal: Ibxcl: Ibxal=3:4:1. 


… 向 量 c xa,b xz,b xa 共 线 且 同 向 
“Cxa=3 e,bxc=4 e 


又 设 4M: 4C= CN: CD =A(A 为 实数 ) WAM =A AC =A (Ë - a) ,BM = BÀ + 


— — 一 一 


AM=a+AÀ(b-a)=Ab+(1-A)ag,CN=A CD=A(c-b),BN=BĊ+CN=6b + 
Alc -b)=àc+(1-A)b 

~ B,M, N 三 点 共 线 

“BxBN=0, LAB + (1-4)8] x[A č +(1-2)8]=0ə4 2 Dx + 


A(1-A)ax Z +(1-A)28 x1=0=44A2 -3A -A -(1-A)2Z=0 
.. [42 -3AG(1-A)-(1-A)2]e=0 
“60432 -3A (1-A) - (1-A)? =0=62* -人 -1=0=A= 广 或 =A= -+ 


3 
(EE) 
<. 1MM,V 分 别 为 4C,CD 的 中 点 
例 5 如 图 3. 32 ,四边形 4BCD 是 任意 四 边 形 , 分 别 以 BC,4D 为 边 向 四 边 形 外 
部 作 正 方形 BEFC ,ADSM ,再 分 别 以 4C ,BD 为 边 作 正方 形 ACGP ,BDRO. 
求证 :四 边 形 MEQP 是 平行 四 边 形 . 
证 明 : 设 1z1=1,< 工 平面 4BCD 且 方 向 向 上 ,4B = a ,BÓ = b, CD =c, WAD = 


>» 


z aT a e SS =Y 
a+b+c,AC=a+b,BD=b+c 


L da 3 — 


R(B,90°) — „ 
p To Ad ry Ty Re Z + Y 
) 


5 

QP =0B +BÀ +AP=ex(b+c)-a+ex(a+b)=6x(a+2b+7)-a 

<. EM = QË 

… 四 边 形 MEQP 是 平行 四 边 形 . 

例 6 如 图 3.33, 信 4BC 和 A4DF 是 两 个 等 腰 直 角 三 角形 ,4BC = ZADE = 
90。, 现 在 固定 A4BC ,而 将 人 4DE 绕 4 点 在 平面 上 旋转 . 

求证 :不 论 A4D 旋转 到 什么 位 置 ,线段 EC 上 必然 存在 点 M, 使 ABMD 为 等 
腰 直角 三 角形 . 

证 明 : 设 1e1 =1,e 平 而 4BC,e 的 方向 上 ,又 设 BA =a,DE =5, 则 : 


一 > R(B,90°) — _, — _., -, 
BA—— BC =e xBA =e xa 


—> R(D,90°) — o — on > 
DE——— DA =e x DE =e xb 


Sl 
" 
Sl 
| 
=] 
II 
al 
x 
e 
| 
al 


CE=AÉ-4C=b- xb - ¿xd +G=(4+b) Z x (G + b) 25 GM = À CÈ 
(O<AÀ=<1) 


“CB=A[(a+b) -ex(a+b) 


o 75 @rz sr = 


-- MB = CB - CM 

*MB= Z xa Ata =s (aqa by] -AeA b -AE 

—exMB=(1-A)a-Ab-A e x(a+b) 

— — 一 

` MD = ME + ED 

— — 一 _ > = _ > 一 = 

.MD=(1-AÀ)CE-b=(1-A)[(a+b)-ex(a+b)]-b=(1-àA)a- 
Ab-¿x(aG+b)+A ex(a+b) 

At x MB = MD, J]: 


(1-A)a-Ab-A ex(a+b)=(1-A)a-Ab-ex(a+b)+AÀA éx(a+b) 


… 无 论 信 ADE 旋转 到 什么 位 置 , 当 点 为 EC 的 中 点 时 , 人 BMD 总 为 等 腰 直 
角 三 角形 . 


E 


图 3. 33 图 3. 34 
例 7 如 图 3.34, AABE 和 A 人 ACF 都 是 等 边 三 角形 ,四 边 形 AEDF 是 平行 四 
边 形 . 
求证 : 人 DBC 也 是 等 边 三 角形 . 
证 明 : 设 4B=a,4C = b WJ; 


— R(B,-60°) — 一 一 <š E ` 22 
IRS R -AB cos 60° — Z x AB sin 60°= ae xa 
R( B,60° á o > > 
AGEA AP = AÈ cos 60° +€ x AG sin 60° =$ + x 

… 四 边 形 AEDF 是 平行 四 边 形 


> > > > -> — 一 一 4 
<. FD =AE>BD =AD -AB = (FD +AF) -a 
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一 全 — — 


` BC = AC -AB = b -a, 不 妨 将 BC 绕 B 点 按 逆 时 针 方 向 旋转 60° 所 得 向 量 记 为 


BC’ = BC cos 60° + € x BC sin 60° =4(8 _ a) + x(b -a) 

<. BC’ = BD 

.BD 是 将 BC 绕 B 点 按 逆 时 针 方向 旋转 60° 所 得 向 量 . 

<. A DBC 也 是 等 边 三 角形 . 

评述 :平面 几何 中 有 很 多 关于 等 腰 直 角 三 角形 、 等 边 三 角形 、 等 腰 三 角形 的 问 
题 , 而 有 关 这 些 问 题 利 用 向 量 的 旋转 来 解决 是 十 分 有 效 的 . 


习题 3 

1. 利用 向 量 法 证 明 :平行 四 边 形 两 条 对 角 线 的 平方 和 等 于 四 边 的 平方 和 . 

2. E4 M 为 A4BC 的 边 BC 的 中 点 ,用 向 量 法 证 明 :4B8 + AC = 2 ( AM? + 
BM’). 

3. Æ AABC rh, ZB = LC, 用 向 量 法 证 明 :A4B = AC. 

4. 在 RtA4BC 中 , 若 从 直角 顶点 4 向 斜 边 BC 作 垂 线 4D, 用 向 量 法 证 明 : 

(1)4B = BD : BC 

(2)AC = CD - BC 

(3)AD’ = BD .DC 


A C 
Puka ` 
ER 3.4 RR 3.5 
5. 如 图 ,在 RtAABC 中 ,已 知 BC =a, 若 长 为 2a 的 线段 PQ 以 点 4 为 中 点 , 问 


PG 与 5C 的 夹 角 0 取 何 值 时 BB. C6 的 值 最 大 ? 并 求 出 这 个 最 大 值 . 
6. (2010 年 高 考 天 津 理科 卷 ) 如 图 ,在 人 4BC 中 ,4D 1 4B,BC = 3 BD ,AD = 1, 
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题 3.6 
7. (2011 年 高 考 上 海 理科 卷 ) 在 正三 角形 ABC 中 ,D 是 边 BC 上 的 点 , 且 4B = 
3,BD =1, 则 4B - 4D 的 值 为 ! 
8. 在 A4BC 中 ,4B =3,4C =5,2 0 为 人 4BC 的 外 心 , 则 A0O . BC 的 数量 积 
池 r 
9. 如 图 ,在 平行 四 边 形 ABCD 中 ,已 知 4B=2,4D =1, LDAB =60°, 点 MM 为 4B 
的 中 点 ,点 已 在 BC 与 CD 上 运动 (包括 端点 ), 则 4AP . DM ñ) He fB W El 
为 


D P C 
A M B 
ER 3.9 
10. 在 AABC 中 , 0 为 其 内 部 一 点 , 且 满 足 M + 0C + 3 OË = O, 
S 
则 A40C _ 
S Aa08 


11. 如 图 ,在 A4BC 中 ,点 0 是 BC 的 中 点 ,过 点 0 的 直线 分 别 交 4B ,4C 于 不 
同 的 两 点 M,N, £ AB = mAM ,AC = nAN. >K m +n 的 值 . 

12. 如 图 ,已 知 E 为 平行 四 边 形 4BCD 的 边 CD 上 的 一 点 , 且 使 CE: ED =1: 2, 
F HIH AC 上 的 点 ,使 CF: FA=1: 3. 求 证 :E,F,B 三 点 共 线 . 

13. 已 知 A4BC h, ZA, LB, ZC 的 对 边 分 别 为 a,b,c 求 证: 

(1)c=a cos B +b cos À 

(2)a =c cos B +b cos C 

(3)b =a cos C +c cos À 

14. 如 图 ,M 是 和信 4BC 的 BC 边 的 中 点 ,D 是 AM 的 中 点 ,已 是 BD 的 中 点 ,Ff 是 
CE 的 中 点 . 求证 :Sagc =8S Aper 
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B 0 G C B 
M 
D A 
EH 3.11 EB 3.12 
A 
VANN | 
a C B 
RR 3.14 ER 3.15 
15. 如 图 ,E 是 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 BD 的 中 点 . 
RUE: S hace = S Magc 一 SA4cnp |- 


16. 求证 :连接 任意 四 边 形 各 边 中 点 所 成 的 四 边 形 的 面积 等 于 原 四 边 形 的 面积 
的 一 半 . 

17. 如 图 ,4,B 是 直线 1 同 侧 的 动 点 , 四边形 ACEM 和 BNFC 都 是 正方 形 ,线段 
MN 的 中 点 为 P. 求证 :P 是 定点 . 

18. 如 图 ,在 A4BC 中 ,分别 以 A4BC 的 各 边 为 一 边 向 外 作 正 方形 4BMH, 正方 
JÉ ACNG ,正方 形 BCD ,再 分 别 以 BM , BE 及 CN,CD 为 邻 边 作 平行 四 边 形 BMPE 
及 平行 四 边 形 CNQD. KHE: APAQ 是 等 腰 直 角 三 角形 . 

19. 已 知人 4BC 为 任意 三 角形 ,分 别 以 BC,C4,4B 为 一 边 向 外 侧 作 正 三 角形 
BA1C, 正 三 角形 CBA 及 正三 角形 4C,B ,它们 的 重心 分 别 为 0 , O, 和 0;. RUE: 
人 010,0; 为 正三 角形 . 
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国力 等 傅 何 古 元 


题 3. 19 
20. 如 图 ,位 于 同一 平面 内 的 等 边 人 4BC, ACDE, 人 EHK( 顶点 均 按 逆 时 针 方 向 标 
记 ) ,4,D,K 在 一 条 直线 上 ,是 AD = DK. 求证 :和 BDH 是 等 边 三 角形 . 


E 


A 


H 
题 3. 20 
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第 4 章 立体 几何 


立体 几何 是 研究 空间 图 形 大 小 、 形 状 和 相互 位 置 关系 等 几何 性 质 的 科学 . 立体 
几何 是 三 维 欧 氏 空间 的 几何 的 传统 名 称 , 又 称 空间 几何 学 , 即 初等 几何 的 空间 部 
分 . 立体 几何 是 建立 在 欧 几 里 得 公理 体系 基础 上 的 三 维 欧 氏 空间 几何 学 , 故 又 称 为 
三 维 欧 几 里 得 几何 ,简称 三 维 欧 氏 几何 . 

高 中 学 生 学 习 立 体 几 何 的 主要 目的 是 为 了 培养 学 生 的 想象 能 力 ,掌握 一 些 空 
间 的 图 形 的 知识 ;而 高 等 师范 院 校 数学 教育 专业 的 学 生 学 习 立 体 几 何 则 是 为 了 适 
应 今后 教学 的 需要 . 

本 章 主要 研究 空间 几何 体 的 三 视图 ,空间 中 的 角 和 距离 等 问题 ,重点 是 把 “ 空 
间 向 量 " 引 入 立体 几何 . 


4.1 立体 几何 基础 知识 


4.1.1 平面 和 空间 的 两 条 直线 


1 ) 平 面 的 基本 性 质 
公理 1: 如 果 一 条 直线 上 的 两 个 点 在 一 个 平面 内 ,那么 这 条 直线 上 的 所 有 点 都 
在 这 个 平面 内 . 


WA 4.1, #7 Ael,Bel, HA,Bea, M] lCa. 
公理 2: 如 果 两 个 平面 有 一 个 公共 点 ,那么 pe 
这 两 个 平面 就 相交 于 经 过 这 两 个 公共 点 的 一 条 


公共 直线 . 图 4.1 
公理 3: 经 过 不 在 同一 条 直线 上 的 三 点 ,有 

且 只 有 一 个 平面 . 
推论 1: 经 过 一 条 直线 和 这 条 直线 外 一 点 ,有 且 只 有 一 个 平面 . 
推论 2: 经 过 两 条 相交 直线 ,有 且 只 有 一 个 平面 . 
推论 3 :经 过 两 条 平行 直线 ,有 且 只 有 一 个 平面 
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2) 空 间 两 条 直线 的 位 置 关 系 

相交 直线 一 一 有 且 只 有 一 个 公共 点 

@) 平 行 直线 一 一 在 同一 个 平面 内 ,没有 公共 点 . 

@ 异 面 直线 一 一 不 同 在 任何 一 个 平面 内 ,没有 公共 点 . 

3 ) 平 行 直线 

(1) 三 线 平行 公理 

平行 于 同一 条 直线 的 两 条 直线 互相 平行 . 

ma elai 

(2) 等 角 定理 

人 @@ 定 理 :如 果 一 个 角 的 两 边 和 另 一 个 角 的 两 边 分 别 平 行 , 且 方 向 相同 ,那么 这 
两 个 角 相 等 . 

@ 推 论 :如 果 两 条 相交 直线 和 另外 两 条 相交 直线 分 别 平行 ,那么 这 两 组 相交 直 
线 所 成 的 锐角 (或 直角 ) 相等. 

4) 异 面 直线 

(1) 异 面 直线 的 概念 

把 不 同 在 任何 一 个 平面 内 的 两 条 直线 叫 作 异 面 直线 (或 空间 中 既 不 相交 又 不 
平行 的 两 条 直线 叫 作 异 面 直线 ). 

(2) 异 面 直线 的 判定 

Q@ 证 明 两 条 直线 是 异 面 直线 , 常 采 用 反 证 法 . 

@ 判 定 两 条 直线 是 异 面 直线 , 常 利 用 这 一 结论 : 
过 平面 外 一 点 与 平面 内 一 点 的 直线 ,和 平面 内 不 经 
过 该 点 的 直线 是 异 面 直线 . 即 :如 图 4. 2, 若 a Ce, 
Ag¢a,Bea,B ga, N| H2 AB 和 ao 是 异 面 直线 . 

(3 ) 异 面 直线 所 成 的 角 

直线 a,b 是 异 面 直线 ,经 过 空间 任意 一 点 0, 作 
直线 a' 和 6b’, 并且 a'/a,b'/5b, 我 们 把 直线 a 和 bb 
所 成 的 锐角 (或 直角 ) 称 为 异 面 直线 a Ab 所 成 的 角 . 由 定义 可 知 , 异 面 直线 所 成 角 
的 范围 是 [0,3]. 


如 果 两 条 异 面 直 线 所 成 的 角 是 直角 ,我 们 就 称 这 两 条 异 面 直线 互相 垂直 . 
(4) 异 面 直线 的 公 垂 线 
和 两 条 异 面 直线 都 垂直 相交 的 直线 , 叫 作 两 条 异 面 直线 的 公 垂 线 . 异 面 直线 的 
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图 4.2 


第 4 章 云 体 几何 


公 垂 线 有 且 只 有 一 条 . 
(5) 异 面 直线 的 距离 


两 条 异 面 直线 的 公 垂 线 在 这 两 条 异 面 直线 间 的 线段 ( 公 垂 线段 ) 的 长 度 , 叫 作 
异 面 直线 的 距离 . 


4.1.2 直线 与 平面 平行 ,直线 与 平面 垂直 
1) 直线 和 平面 的 位 置 关 系 

直线 在 平面 内 一 一 有 无 数 个 公共 点 ， 

如 图 4.3(1), 记 作 aCa. 

@ 直 线 和 平面 相交 一 一 有 且 只 有 一 个 公共 点 . 

如 图 4.3(2) , 记 作 amea =4. 

直线 和 平面 平行 一 一 没有 公共 点 . 

如 图 4.3(3) , 记 作 a/a. 


Z= Z z 


图 4.3(1) 图 4.3(2) 图 4.3(3) 
2) 直线 和 平面 平行 的 判定 与 性 质 
(1) 直线 与 平面 平行 的 判定 方法 
QD 定义 :如 果 一 条 直线 和 一 个 平面 没有 公共 点 ,那么 这 条 直线 和 这 个 平面 
平行 
@) 判 定 定理 :如 果 平 面 外 一 条 直线 和 这 个 平面 内 的 一 条 直线 平行 ,那么 这 条 直 
线 和 这 个 平面 平行 . 
aţa 
即 ,如 图 4.4(1) ， bce me//e 
a//b 
@@ 面 面 平 行 的 性 质 :如 果 两 个 平面 平行 ,那么 一 个 平面 内 的 任何 一 条 直线 都 平 
行 于 另 一 个 平面 
Ca 


即 , 如 图 4.4(2) ,由 ” 
,如 图 (2), 由 jg 


P: NB 
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图 4.4(1) 图 4.4(2) 
(2) 直线 和 平面 平行 的 性 质 定理 
如 果 一 条 直线 和 一 个 平面 平行 ,经 过 这 条 直线 的 平面 和 这 个 平面 相交 ,那么 这 
条 直线 和 交 线 平行 . 
a//a 
即 ,如 图 4.4(3) ,由 aCpB = 
e nB =b 
3) 直线 和 平面 生 直 
(1) 直线 和 平面 垂直 的 定义 图 4.4(3) 
如 果 一 条 直线 1 和 平面 a 内 的 任意 一 条 直线 都 垂直 ,就 称 直线 ! 和 平面 a É 
E Ella 且 称 这 条 直线 为 平面 的 垂 线 ;这 个 平面 为 直线 的 垂 面 ;它们 的 交点 为 
垂 足 . 
(2) 直线 与 平面 垂直 的 判定 定理 
电 如 果 一 条 直线 和 一 个 平面 内 的 两 条 相交 直线 都 垂直 ,那么 这 条 直线 垂直 于 
这 个 平面 . 


mCa,nCa 
即 ,如 图 4.5(1), 由 mn=4 pi 
lilm,lin 
@ 如 果 两 条 平行 直线 中 的 一 条 垂直 于 一 个 平面 ,那么 另 一 条 也 垂直 于 这 个 
平面 . 
即 ,如 图 4.5(2) ,由 
ala 
l a b 


图 4.5(1) 图 4.5(2) 


baa 
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(3) 直线 和 平面 垂直 的 性 质 定理 
如 果 两 条 直线 同 垂直 于 一 个 平面 ,那么 这 两 条 直线 平行 . 


即 ,如 图 4.5(2) ,由 
bla 


(4) 点 到 平面 的 距离 的 定义 

从 平面 外 一 点 作 这 个 平面 的 垂 线 ,这 个 点 和 垂 足 间 的 距离 称 为 这 个 点 到 这 个 
平面 的 距离 . 

(5) 直线 和 平面 的 距离 的 定义 

一 条 直线 和 一 个 平面 平行 ,这 条 直线 上 任意 一 点 到 这 个 平面 的 距离 , 称 为 这 条 
直线 和 这 个 平面 的 距离 . 

4) 直线 和 平面 所 成 的 角 

(1) 点 在 平面 内 的 射影 ,点 到 平面 的 垂 线段 

过 一 点 向 平面 引 垂 线 , 垂 足 叫 作 这 个 点 在 这 个 平面 内 的 射影 ,这 个 点 与 垂 足 间 
的 线段 称 为 这 点 到 这 个 平面 的 垂 线段 . 

(2) 斜 线 、. 斜 足 . 斜 线段 

一 条 直线 和 一 个 平面 相交 ,但 不 和 这 个 平面 垂直 时 ,这 条 直线 就 称 为 这 个 平面 
的 斜 线 , 斜 线 和 平面 的 交点 叫 作 斜 足 ; 从 平面 外 一 点 向 平面 引 斜 线 , 该 点 与 斜 足 间 
的 线段 称 为 该 点 到 该 平面 的 斜 线段 . | 

(3) 斜 线 在 平面 内 的 射影 , 斜 线段 在 平面 内 的 射影 

从 斜 线 上 和 斜 足以 外 的 一 点 向 平面 引 垂 线 , 过 斜 足 和 垂 足 的 直线 称 为 斜 线 在 这 
个 平面 内 的 射影 ; 垂 足 与 斜 足 间 的 线段 称 为 该 点 到 平面 的 斜 线段 在 这 个 平面 内 的 
射影 . 

(4) 关 于 垂 线段 和 和 斜 线段 的 定理 

从 平面 外 一 点 向 这 个 平面 所 引 的 垂 线段 和 斜 线段 中 : 

中 射影 相等 的 两 条 斜 线段 相等 ,射影 较 长 的 斜 线段 也 较 长 

@) 相 等 的 斜 线段 的 射影 也 相等 , 较 长 的 斜 线段 的 射影 也 较 长 . 

久 垂 线段 比 任何 一 条 斜 线段 都 短 . 

(5) 直线 和 平面 所 成 的 角 

包 平 面 的 斜 线 和 平面 所 成 的 角 :平面 的 一 条 斜 线 和 它 在 这 个 平面 内 的 射影 所 
成 的 锐角 , 叫 作 这 条 直线 和 这 个 平面 所 成 的 角 . 

@) 平 面 的 垂 线 和 平面 所 成 的 角 : 一 条 直线 垂直 于 平面 , 则 它们 所 成 的 角 是 
直角 . 

(9 直线 平行 于 平面 或 在 平面 内 , 则 称 它 们 所 成 的 角 是 0° 的 角 . 
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(6) 最 小 角 定 理 
中 斜 线 和 平面 所 成 的 角 ,是 这 条 和 斜 线 和 这 个 平面 内 经 过 斜 足 的 直线 所 成 的 一 
切 角 中 最 小 的 角 . 
@ 斜 线 和 平面 所 成 的 角 ,是 这 条 和 斜 线 和 这 个 平面 内 的 所 有 直线 所 成 的 一 切 角 
中 最 小 的 角 . 
5) 三 垂 线 定理 及 其 逆 定 理 
(1) 三 垂 线 定理 
在 平面 内 的 一 条 直线 ,如 果 和 这 个 平面 内 的 一 
条 和 斜 线 在 这 个 平面 内 的 射影 垂直 ,那么 它 也 和 这 条 
` 直线 垂直 
r eF 即 ,如 图 4.6 
' `. PO La,0 HEE 
图 4.6 m 04 是 PA 在 a 内 的 射影 Sarei 
ace 
a LOA 


(2) 三 垂 线 定理 的 逆 定理 
在 平面 内 的 一 条 直线 ,如 果 和 这 个 平面 内 的 一 条 斜 线 垂直 ,那么 它 也 和 这 条 和 斜 
线 在 这 个 平面 内 的 射影 垂直 . 
PO La, 0 HEE 


OA 是 PA 在 a 内 的 射影 S 
ace 


即 ,如 图 4.6, 由 a 10A 


a LPA 


4.1.3 平面 与 平面 平行 , 平面 与 平面 垂直 

1) 两 个 平面 的 位 置 关系 

空间 两 个 平面 的 位 置 关 系 有 且 只 有 相交 和 平行 两 种 位 置 关 系 : 
@ 两 个 平面 平行 一 一 没有 公共 点 


@) 两 个 平面 相交 一 一 有 一 条 公共 直线 ( 两 个 平面 垂直 是 两 个 平面 相交 的 一 种 
特殊 位 置 关系 ). 

2) 两 个 平面 平行 的 判定 与 性 质 

(1 ) 判 定 定理 


中 如 果 一 个 平面 内 有 两 条 相交 直线 都 平行 于 另 一 个 平面 ,那么 这 两 个 平面 
平行 . 
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即 ,如 图 4.7(1) 
aCa,bCa 
aryb = 0 
a//B 
b/B 

@ 如 果 一 个 平面 内 的 两 条 相交 直线 分 别 平行 于 另 一 个 平面 内 的 两 条 相交 直 

线 ,那么 这 两 个 平面 互相 平行 

即 ,如 图 4.7(2) 
aCe,b Coa 
anb = 0 

H a CB, CB i>a //B 
a//ai 
b//b, 


—a//B 


图 4.7(1) 图 4.7(2) 


(如果 两 个 平面 同时 垂直 于 一 条 直线 ,那么 这 两 个 平面 互相 平行 . 
即 ,如 图 4.7(3) 


all 
B gi Ma 
如 果 两 个 平面 同时 和 第 三 个 平面 平行 ,那么 这 两 个 平面 互相 平行 . 
a/y 
Ep, a 
,由 6 人 上 NB 


图 4.7(3) 图 4.7(4) 
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(2) 性 质 定理 
QD 如 果 两 个 平行 平面 同时 和 第 三 个 平面 相交 ,那么 它们 的 交 线 平行 . 
即 ,如 图 4.7(4) 

a//B 
由 enya/ 

BNy=b 
@ 如 果 两 个 平面 平行 ,那么 其 中 一 个 平面 内 的 直线 平行 于 另 一 个 平面 . 
即 ,由 eP) sag 


a Ca 
@@ 如 果 一 条 直线 垂直 于 两 个 平行 平面 中 的 一 个 平面 ,那么 它 也 垂直 于 另 一 个 
平面 . 


即 ,由 


@ 夹 在 两 个 平行 平面 间 的 平行 线段 相等 . 

3 ) 两 个 平行 平面 间 的 距离 

(1) 两 个 平行 平面 的 公 垂 线 及 公 垂 线段 

和 两 个 平行 平面 同时 垂直 的 直线 , 称 为 这 两 个 平行 平面 的 公 垂 线 , 它 夹 在 两 个 
平行 平面 间 的 部 分 , 称 为 这 两 个 平行 平面 的 公 垂 线段 . 

(2) 两 个 平行 平面 间 的 距离 

两 个 平行 平面 的 公 垂 线段 的 长 度 称 为 两 个 平行 平面 间 的 距离 . 

4) 二 面 角 

(1) 半 平面 

平面 的 一 条 直线 把 这 个 平面 分 成 两 部 分 ,其 中 的 每 一 部 分 称 为 半 平 面 . 

(2) 二 面 角 

从 一 条 直线 出 发 的 两 个 半 平 面 所 组 成 的 图 形 称 为 二 面 角 . 这 条 直线 称 为 二 面 
角 的 棱 , 这 两 个 半 平 面 称 为 二 面 角 的 面 . 

(3) 二 面 角 的 平面 角 

以 二 面 角 的 棱 上 任意 一 点 为 端点 ,在 两 个 面 内 分 别 作 垂 直 于 楼 的 两 条 射线 ,这 
两 条 射线 所 成 的 角 称 为 二 面 角 的 平面 角 . 

(4) 直 二 面 角 

平面 角 是 直角 的 二 面 角 称 为 直 二 面 角 . 


a//B 
L aa lB 
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5) 平 面 与 平面 重 直 

(1) 定 义 

两 个 平面 相交 , 如果 它 们 所 成 的 二 面 角 是 直 二 面 角 ,那么 就 称 这 两 个 平面 
垂直 . 

(2) 判 定 定理 

@ 如 果 一 个 平面 经 过 另 一 个 平面 的 一 条 垂 线 ,那么 这 两 个 平面 互相 垂直 . 

即 ,由 oletp 

@@ 如 果 一 个 平面 与 另 一 个 平面 的 平行 线 垂直 ,那么 这 两 个 平面 互相 垂直 . 


la 
即 ,如 图 4.8(1) Lan 


l = l] 


图 4.8(1) 图 4.8(2) 
(如 果 三 条 共 点 直线 两 两 互相 垂直 ,那么 它们 中 每 两 条 确定 的 三 个 平面 也 两 
两 互相 垂直 . 
即 , 如 图 4.8(2) 
aNb=0,aNC=0,CNb=0 
a 与 4 确定 的 平面 记 为 a alg 
由 4a 与 c 确定 的 平面 记 为 B -| 
< 与 确定 的 平面 记 为 y 
alb,alc,b lc 
(3) 性 质 定 理 
中 如 果 两 个 平面 互相 垂直 ,那么 在 一 个 平面 内 垂直 于 它们 的 交 线 的 直线 垂直 
于 为 一 个 平面 . 


aly 
BLy 


we LB, a B =a 
即 , 如 图 4.8(3) ,由 LCa Fo 
lla 
@) 如 果 两 个 相交 平面 同时 和 第 三 个 平面 垂直 ,那么 它们 的 交 线 也 和 第 三 个 平 
面 垂直 . 
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aNB=a 
即 ,如 图 4.8(4) ,由 aly [aur 
BLY 


> 4 
图 4.8(3) 图 4.8(4) 
@ 如 果 两 个 平面 互相 垂直 ,那么 经 过 第 一 个 平面 内 的 一 点 牌 直 于 第 二 个 平面 
的 直线 ,在 第 一 个 平面 内 . 

alg 
即 ,由 PeaPetþica 

11B 
@ 如 果 平 面 a 和 不 在 这 个 平面 内 的 直线 ! 都 垂直 于 平面 B, 那 么 1 o. 


w LB 
即 ,如 图 4.8(5) ,由 rm LL 


> € 


图 4.8(5) 图 4.8(6) 
三 个 两 两 垂直 的 平面 的 交 线 两 两 垂直 . 
即 ,如 图 4.8(6) 
tirenn sil m 


A lia 


H aly, ,aNy=b\>lalc 
BLy.BNAYy=c bie 
4.1.4 空间 向 量 


1) 基 本 概念 
(1) 向 量 
在 空间 ,具有 大 小 和 方向 的 量 . 
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(2) 相等 向 量 

大 小 相等 ,方向 相同 的 向 量 . 

(3) 平 行 向 量 或 共 线 向 量 

表示 空间 向 量 的 有 向 线段 所 在 的 直线 互相 平行 或 重合 . 规定 0 向 量 与 任何 向 量 
平行 或 共 线 . 

(4) 共 面向 量 

平行 于 同一 平面 的 向 量 . 

2) 空间 向 量 的 加 法 、 减 法 及 数 来 运算 

(1) 运 算法 则 

空间 向 量 的 运算 法 则 与 平面 向 量 的 运算 法 则 一 样 . 

(2) 运算 律 

空间 向 量 的 运算 律 也 与 平面 向 量 的 运算 律 一 样 

3) 基 本 定理 

(1) 共 线 向 量 基本 定理 

对 空间 任意 两 个 向 量 z,6(# 关 0),#/5 的 充 要 条 件 是 存在 实数 入 ,使 0 = 和 a 

推论 :如 果 1 为 经 过 已 知 点 4 且 平 行 于 已 知 非 零 向 量 z 的 直线 ,那么 对 任 一 点 
0, 点 P 在 直线 1 上 的 充 要 条 件 是 存在 实数 1, 满 足 等 式 0F =04 +t a, Hp iE a ny 
作 直线 1 的 方向 向 量 . 4 t = ,AB = ant, OP =- (OÀ +08). 

(2) 共 面向 量 基本 定理 

如 果 两 个 向 量 z,5 不 共 线 , 则 向 量 5 与 a,5 共 面 的 充 要 条 件 是 存在 实数 对 
(x,y) ,使 P =xa+yb. 

推论 :空间 一 点 P 位 于 平面 M4B 内 的 充 要 条 件 是 存在 有 序 实数 对 (x,y) ,使 
MP =x MA + y MB 或 对 空间 任 一 点 0, 有 :0P = 0M + x MÀ + y MB. 

(3) 空 间 向 量 的 基本 定理 

如 果 三 个 向 量 za,5,c 不 共 面 ,那么 对 空间 任 一 向 量 7, 存 在 一 个 唯一 的 实数 组 
(x,y,z) ,使 p =xa+yb+zc. 

如 果 三 个 向 量 #,5, < 不 共 面 ,那么 所 有 空间 向 量 所 组 成 的 集合 就 是 
{P| 了 =xG+yb+zC,x,y,zeRR}, 这 个 集合 可 看 作 由 向 量 z,5,< 生 成 的 ,所 以 我 们 
把 {,6,c} 称 为 空间 的 一 个 基底 ,z,5,5 称 为 基 向 量 , (x,y,z) 称 为 在 基底 
[a,b,c YF JAB ER. 
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推论 : 设 0,4,B,C 是 不 共 面 的 四 点 , 则 对 空间 的 任 一 点 了 ,都 存在 唯一 的 三 个 
有 序 实数 x,y,z, (0P =x OÀ +y OB +z OÈ. 


4) 两 向 量 的 数量 积 

(1) 定 义 

已 知 空间 两 个 向 量 a,5, 则 1a1 * 1b1cos <4,b > 称 为 向 量 a,5 的 数量 积 , 记 作 
a- b.Bl,a b= lal. Iblcos <a,b >. 

(2) 几何 意义 


HAB =a 在 轴 1 上 的 射影 为 4 忆 ,z 为 1 上 与 1 同方 向 的 单位 向 量 , 则 AB =14B1- 
cos<a,b > + e. 所 以 a "5 的 几何 意义 就 是 < 在 5 上 的 射影 与 5 的 数量 积 

(3) 性 质 

Da:e=lalcos<a,e >. 

@albea- b=0. 

lal’ =a - a. 

@(A a) .b=A(G b). 

Oa .0 =b - a( 交 换 律 ). 

Oa - (b +7) =a -b +a- c( 4H). 

5) 空间 直角 坐标 系 

@ 单 位 正 交 基底 :如 果 空 间 的 一 个 基底 的 三 个 基 向 量 互相 垂直 , 且 长 度 都 为 
1 , 则 称 这 个 基底 为 单位 正 交 基底 ,通常 用 1 ,7, 丰 | 表示. 

@ 空 间 直角 坐标 系 . 在 空间 选 定 一 点 0 和 一 个 单位 正 交 基底 1 ,, 丰 ,以 0 为 
原点 ,分 别 以 六 ,的 正方 向 建立 三 个 数 轴 , 即 x 轴 轴 \z 轴 ,它们 都 叫 作 坐标 轴 ， 
这 时 我 们 说 建立 了 一 个 空间 直角 坐标 系 0-xyz, 点 O 叫 作 原 点 ,向 量 | 六 ,六 ,| 叫 作 
坐标 向 量 ,通过 每 两 个 坐标 轴 的 平面 叫 作 坐标 平面 . 

@ 在 空间 直角 坐标 系 0-xyz 中 ,对 空间 任 一 点 4, 对 应 一 个 向 量 04, 由 空间 向 量 


基本 定理 ,存在 唯一 的 有 序 实数 组 (x,y,z) ,使 04 =x i+ yj +z k, WAAC, yz) 
被 称 为 点 4 在 此 空间 直角 坐标 系 中 的 坐标 . 

6) 空间 向 量 的 直角 坐标 运算 

设 a = (a, , G, ,a3),b = (b, ,b> ,b,) , 则 : 


Da+b= (a, +b,,a, +b,,as +b,) 
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Da -b= (a, -b,,a,-b,,a, — b, ) 
A a = (Aa, Àa, àa) (À e R) 
Da - b =a,b, +a,b, + a,b, 
wy = Ab, 
Oa // bela, = Ab, (A e R) 
a, = Àb, 
@a L bea,b, +a,b, +a,b, =0 
7) 夹 角 和 距离 公式 
Ba = (a, ,a,,a3),b = (b, ,ba,b3), I: 
(1) 夹 角 公 于 


aib, +a,b, + asb, 


Ja +a, +a, © b? +b +b? 
(2) 距 离 公式 


设 A(xi,y1,21) ,B(x ,Y; ,2 ), 则 14B1 = ~ (x; 一 2 ) +(y,-y, y + (2 -z )° 

8) 平 面 的 法 向 量 

如 果 表 示 向 量 c 的 有 向 线段 所 在 直线 垂直 于 平面 a, 则 称 这 个 向 量 a 垂 直 于 平 
面 a, 记 作 4 La 如 果 a 上 La, 那么 称 向 量 5 为 平面 a 的 法 向 量 . 


4.1.5 简单 几何 体 的 体积 公式 
@ 柱 体 (棱柱 ,圆柱 ) 的 体积 = 底面 积 x 高 , 即 Yak = Sk ° h. 


@ 和 能 体 (棱锥 ,圆锥 ) 的 体积 = 了 x 底 面积 x 高 , 即 Vaw = + Se ` h. 


cos <a,b > = 


@@ 球 体 的 体积 :Y = + rR (R 为 球 的 半径 ) 


4.2 空间 几何 体 的 三 视图 


随 着 新 课程 改革 的 不 断 推广 和 深化 ,利用 三 视图 培养 学 生 的 空间 想象 能 力 ,从 
而 形成 对 几何 体 的 整体 认识 ,在 立体 几何 的 学 习 中 起 到 了 很 大 的 作用 . 
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42.1 中 心 投影 和 平行 投影 
1 ) 投 影 的 性 质 


QD 光 是 直线 传播 的 . 由 于 光 的 照射 ,在 不 透明 物体 后 面 的 屏幕 上 可 以 留 下 这 个 
物体 的 影子 ,这 种 现象 叫 作 投影 ,如 图 4. 9 所 示 . 


图 4.9 投影 
@ 把 光 由 一 点 向 外 散射 形成 的 投影 称 为 中 心 投影 ,如 图 4. 10(1) 和 4.10(2) 
所 示 . 


图 4.10(1) 
在 中 心 投影 下 ,空间 的 点 的 投影 是 点 ,直线 的 投影 是 直线 . 


图 4. 10(2) 
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人 的 视觉 .照片 .美术 作品 等 都 是 中 心 投影 . 
(3 把 一 束 平行 光线 照射 下 形成 的 投影 称 为 平行 投影 ,投影 线 正 对 着 投影 面 时 


称 为 正 投影 ,否则 称 为 斜 投影 . 平行 投影 分 正 投影 和 斜 投影 两 种 . 
A. 投射 线 与 投影 面相 互 垂直 的 平行 投影 法 一 一 正 投影 ,如 图 4. 11 所 示 . 


Pod 
4.11 正 投影 
B. 投射 线 与 投影 面相 倾斜 的 平行 投影 法 


N 


N 


图 4.12 和 斜 投影 


A 


É 


2 1 


斜 投影 法 ,如 图 4. 12 所 示 . 


2 ) 平 行 投影 的 性 质 

当 图 形 中 的 直线 或 线段 不 平行 于 投射 线 时 ,平行 投影 具有 下 列 性 质 : 

QD 直线 或 线段 的 平行 投影 仍 是 直线 或 线段 . 

@) 平 行 直线 的 平行 投影 是 平行 或 重合 的 直线 . 

3) 在 同一 直线 或 平行 直线 上 ,两 条 线段 的 平行 投影 线段 的 长 度 比 等 于 这 两 条 
线段 的 长 度 比 . 

@ 与 投射 面 平行 的 平面 图 形 , 它 的 投影 与 这 个 图 形 全 等 . 

名 平 行 于 投射 面 的 线段 , 它 的 平行 投影 与 这 条 线段 平行 且 等 长 . 


4.2.2 空间 几何 体 的 三 视图 
“ 横 看 成 岭 侧 看 成 峰 ” ,说 明 从 不 同 的 角度 看 同一 物体 ,视觉 的 效果 可 能 不 同 . 
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要 比较 真实 地 反映 出 物体 ,必须 从 多 个 角度 观看 物体 . 

把 一 个 空间 几何 体 投影 到 一 个 平面 上 ,可 以 获得 一 个 平面 图 形 . 

显然 从 图 4. 13 可 以 看 到 ,只 有 一 个 平面 图 形 难 以 把 握 几 何 体 的 全 貌 . 因此 , 需 
要 从 多 角度 进行 投影 ,才能 较 好 地 把 握 几 何 体 的 形状 和 投影 . 


图 4. 13 
1 ) 三 种 正 投影 
如 图 4. 14 所 示 . 


用 小 正方 体 搭 建 
一 个 几何 体 : 


图 4.14 三 种 正 投影 


2) 三 视图 

光线 从 几何 体 的 前 面向 后 面 正 投影 ,得 到 的 投影 图 称 为 该 几何 体 的 正视 图 ( 又 
称 主 视图 ) ;光线 从 几何 体 的 左面 向 右面 正 投 影 , 得 到 的 投影 图 称 为 该 几何 体 的 侧 
视图 (又 称 左 视图 ) ;光线 从 几何 体 的 上 面向 下 面 正 投影 ,得 到 的 投影 图 称 为 该 几 
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何 体 的 俯视 图 . 三 视图 如 图 4. 15 所 示 . 


图 4.15 三 视图 
3 ) 三 视图 的 形成 
如 图 4. 16 和 图 4.17 所 示 . 


图 4.16 三 视图 的 形成 


图 4.17 形成 物体 的 三 视图 
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4) 三 视图 的 投影 规律 


“长 对 正 ,高 平 齐 , 宽 相等 "是 三 视图 之 间 的 投影 规律 ,是 画图 和 读 图 的 重要 依 
据 , 如 图 4. 18 所 示 . 


图 4.18 三 视图 的 投影 规律 
正视 图 一 一 反映 了 物体 上 下 左右 的 位 置 关系 , 即 反映 了 物体 的 高 度 和 
长 度 . 


@ 信 视图 一 一 反映 了 物体 左右 、 前 后 的 位 置 关系 , 即 反映 了 物体 的 长 度 和 
宽度 . 

@ 侧 视图 一 一 反映 了 物体 上 下 、 前 后 的 位 置 关系 , 即 反 映 了 物体 的 高 度 和 
宽度 . 
@ 一 个 几何 体 的 正视 图 和 侧 视 图 高 度 一 样 ,正视 图 和 俯视 图 长 度 一 样 , 侧 视图 
和 俯视 图 宽度 一 样 , 即 正 、 俯 视图 一 一 长 对 正 ; 主 、 侧 视图 一 一 高 平 齐 ; 俯 、 侧 视 
图 一 一 宽 相 等 . 

5) 三 视图 的 作 图 步骤 

@@ 确 定 视图 方向 . 

@) 先 画 出 能 反映 物体 真实 形状 的 一 个 视图 . 

图 运用 长 对 正 ,高 平 齐 、 宽 相等 的 原则 画 出 其 他 视图 . 

DRA 加深、 加 粗 . 

三 视图 的 作 图 步骤 如 图 4. 19 所 示 . 
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O a 
E: 


图 4.19 三 视图 的 作 图 步骤 


4.2.3 画 组 合体 的 三 视图 时 要 注意 的 问题 

要 确定 好 正视 . 侧 视 .俯视 的 方向 ,同一 物体 三 视 的 方向 不 同 ,所 画 的 三 视图 
可 能 不 同 . 

@ 判 断 简单 组 合体 的 三 视图 是 由 哪儿 个 基本 几何 体 生成 的 ,注意 它们 的 生成 
方式 ,特别 是 它们 的 交 线 位 置 

@ 若 相 邻 两 物体 的 表面 相交 ,表面 的 交 线 是 它们 的 分 界线 ,在 三 视图 中 ,分 界 
线 和 可 见 轮廓 线 都 用 实 线 画 出 ,不 可 见 轮廓 线 用 虚线 画 出 ， 

@ 要 检验 画 出 的 三 视图 是 否 符合 “长 对 正 , 高 平 齐 , 宽 相等 "的 基本 特征 , 即 
正 , 俯 视图 长 对 正 ; 正 . 侧 视图 高 平 齐 ; 俯 、 侧 视图 宽 相等 ,前 后 对 应 . 


4.2.4 简单 几何 体 的 三 视图 


1 ) 圆柱、 圆锥 \ 球 的 三 视图 
如 图 4.20、 图 4.21 和 图 4.22 所 示 . 
正视 图 。。” 侧 视图 


ol k i 


: 


俯视 图 俯视 图 


图 4.20 圆柱 三 视图 图 4.21 圆锥 三 视图 
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正视 图 侧 视图 


俯视 图 


图 4.22 球 的 三 视图 


2) 棱 锥 的 三 视图 
如 图 4. 23 和 图 4. 24 所 示 . 


AAA 
区 


mms mima 


图 4.23 正三 棱锥 三 视图 图 4.24 正四 棱锥 三 视图 
3 ) 棱 柱 的 三 视图 


如 图 4.25 和 图 4. 26 所 示 . 


图 4.25 长 方 体 三 视图 图 4.26 正六 棱柱 三 视图 
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4) 棱 台 的 三 视图 
如 图 4. 27 所 示 . 


SESLER ATE 
1 © 


第 视图 俯视 图 
图 4. 27 正四 棱 台 三 视图 图 4. 28 圆 台 三 视图 


5 ) 圆 台 的 三 视图 

如 图 4. 28 所 示 . 

6) 简单 组 合体 的 三 视图 
如 图 4. 29 所 示 . 


Svu 


俯视 图 
图 4.29(1) 


从 上 面 看 俯视 图 
从 左面 看 
一 m= .. 
侧 视图 从 正面 看 正视 图 


SISI as 


图 4.29(2) 
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正视 图 侧 视 图 


L 


俯视 图 


图 4.29(3) 
注 : 高 中 教材 中 把 左 视图 称 为 侧 视图 ,而 其 他 教材 一 般 称 之 为 左 视图 . 


4.2.5 空间 几何 体 的 三 视图 的 应 用 

例 1 (2012 年 高 考 北京 理科 卷 ) 某 三 棱锥 的 三 视图 如 图 4. 30(1) 所 示 , 该 三 
棱锥 的 表面 积 是 ( J: 

A.28 +6V5 B. 30 +6 /5 C. 56 +12 /5 D. 60 +12 /5 


| A/N bw l 
|2 —— 3 — F——4—I 
E (E) 视图 侧 ( 左 ) 视图 俯视 图 
图 4.30(1) 图 4.30(2) 


分 析 : 从 所 给 的 三 视图 可 以 得 到 该 几何 体 为 三 棱锥 ,如 图 4. 30(2) 所 示 , 图 中 
灰色 数字 所 表示 的 为 直接 从 题目 所 给 三 视图 中 读 出 的 长 度 ,黑色 数字 代表 通过 人 勾 
股 定理 的 计算 得 到 的 边 长 . 本 题 所 求 表面 积 应 为 三 棱锥 4 个 面 的 面积 之 和 ,利用 垂 
直 关 系 和 三 角形 面积 公式 ,可 得 :Sg =10,Ss =10,S, =10,S, =6V5, 因 此 ,该 几何 
体 表面 积 S= Sj + Ss +S, +S, =30+6V5, 故 选 B. 

例 2 (2012 年 高 考 新 课 标 理科 卷 ) 如 图 4. 31 ,网 格 纸 上 小 正方 形 的 边 长 为 1， 
粗 线 画 出 的 是 某 几何 体 的 三 视图 , 则 此 几何 体 的 体积 为 ( Ja 

A.6 B.9 G. 12 D.18 
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图 4.31 
分 析 : 该 几何 体 是 高 为 3 的 三 棱锥 ,底面 是 俯视 图 ,底面 三 角形 的 高 也 是 3, 此 


几何 体 的 体积 为 y= 大 = 本 xx6 x3 x3 =9, 所 以 选 B. 


例 3 (2012 年 高 考 江 西 文科 卷 ) 若 一 个 几何 体 的 三 视图 如 图 4. 32 所 示 , 则 此 
几何 体 的 体积 为 (  ). 


11 9 
A. 2 B.5 C.4 D. 2 
u H 
1 1 1 1 1 
主 视 图 侧 视图 
1 
1 
俯视 图 
图 4.32 


分 析 : 本 题 的 几何 体 是 一 个 六 棱柱 ,由 三 视图 可 得 高 为 1, 底面 是 由 上 底 为 1， 
下 底 为 3 ,高 为 1 的 两 个 等 腰 梯 形 组 成 的 六 边 形 , 则 直接 带 体 积 公式 可 求 . 


V=Szh=2x--x(1+3) xlxl=4, 故 选 C. 


例 4 (2012 年 高 考 天 津 文科 卷 ) 一 个 几何 体 的 三 视图 如 图 4. 33 所 示 ( 单 
位 :m) , 则 该 几何 体 的 体积 m`. 
分 析 : 由 三 视图 可 知 ,这 是 一 个 下 面 是 个 长 方 体 , 上 面 是 个 平 躺 着 的 四 棱柱 构 


成 的 组 合体 . 长 方 体 的 体积 为 3 x4 x2 = 24 ,四 棱柱 的 体积 是 了 = HP x 


l x4 = 
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6 ,所 以 几何 体 的 总 体积 为 30. 


N 
N 


m A ~a ~ 
正视 图 侧 视图 
4 
1 1 1 
俯视 图 
图 4.33 


例 5 (2011 年 高 考 山西 ) 如 图 4. 34 ,在 一 个 几何 体 的 三 视图 中 ,正视 图 与 俯 
视图 如 图 所 示 , 则 相应 的 侧 视图 可 以 为 ( ). 


A. 
(正视 图 ) (俯视 图 ) i 
图 4. 34 


G. D. 

分 析 : 这 是 一 个 由 正视 图 与 俯视 图 推 想 侧 视图 的 问题 . 它 要 求学 生 在 所 学 的 常 
见 几何 体 中 进行 检索 ,从 而 找到 符合 已 知 条 件 的 几何 模型 ,再 进一步 找到 俯视 图 . 

首先 从 俯视 图 上 大 致 可 判断 这 个 几何 体 是 一 个 组 合体 ,一 部 分 为 一 个 半 旋 转 
体 , 另 一 部 分 为 三 棱锥 或 三 棱柱 . 再 由 正视 图 可 判断 ,这 个 几何 体 应 为 锥 体 . 于 是 可 
知 它 是 由 一 个 半圆 锥 与 三 棱锥 组 合 而 成 的 几何 体 , 从 而 判断 其 侧 视图 为 D. 

但 也 要 注意 到 这 样 的 推理 只 是 一 种 合 情 推理 ,而 非 严格 的 逻辑 推理 ,因为 由 正 
视图 和 俯视 图 是 确定 不 了 侧 视图 的 . 只 是 在 中 学 生 的 认 知 范围 内 ,他 们 能 够 猜想 到 
的 就 是 半圆 锥 和 三 棱锥 的 组 合 . 而 实际 上 侧 视图 为 A 的 几何 体 也 是 存在 的 , 它 的 前 
面 一 半 也 是 一 个 三 棱锥 ,而 后 面 一 半 可 理解 为 半圆 柱 与 一 个 横 放 的 三 棱柱 的 交集 
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体 ,当然 这 样 的 几何 体 对 高 中 生来 说 很 难 想到 ,也 无 法 描述 . 

例 6 (2010 年 新 课 标 卷 ) 正 视图 为 一 个 三 角形 的 几何 体 可 以 是 
( 写 出 3 种). 

分 析 : 此 题 的 解答 相当 简单 ,答案 也 多 种 多 样 . 有 的 同学 答 三 棱锥 、 四 棱锥 、 五 
棱锥 . 有 的 同学 答 圆 锥 三 棱柱 三 棱 台 . 显然 后 者 的 思维 更 开阔 ,前 者 的 思维 就 比 
较 狭 窗 ,但 都 是 正确 的 . 

例 7 (2009 年 海南 宁夏 卷 ) 一 个 棱锥 的 三 视图 如 图 4. 35(1) 所 示 , 则 该 棱锥 
的 全 面积 (单位 :cm ) 为 ) 


A.48 +12 2 B. 48 +24 /2 C.36+12 /2 D. 36 +24 /2 
3 3 
4 
m === sj 
D 
6 
3 
T === B £ c 
图 4.35(1) 图 4.35(2) 


解 : 由 三 视图 画 出 直观 图 得 该 几何 体 是 一 个 三 棱锥 ,如 图 4. 35(2) ,底面 4BC 
HFEA AÉ , f B HAHA, DE 1PH ABC EEN E, H E WAC 的 中 点 ,过 EE 


WE EF // AB X BC 于 下 , 则 DE 1 DF, B EF =—AB. 
另外 ,由 俯视 图 知 BC = AB =6, 由 正视 图 知 DE =4, 所 以 ADBC 的 高 DF = 
V3* +4 =5, 易 得 ADBC 盖 ADB4 ,于 是 该 棱锥 的 表面 积 为 : 


A S EE S. P TEE > 6 x5) +> x6 x6 +3 x6 24 = 


48 +12 /2 , 故 选 择 A. 


43 利用 平面 向 量 求解 异 面 直线 所 成 角 的 问题 


一 般 情况 下 ,我 们 是 用 平移 法 求解 异 面 直 线 所 成 角 的 问题 ,但 在 掌握 了 平面 向 
量 的 知识 后 ,可 以 用 平面 向 量 法 来 求解 异 面 直线 所 成 角 的 问题 , 即 要 求 异 面 直线 L 


与 4 的 所 成 角 , 可 在 异 面 直线 L 与 ,上 分 别 选 定 两 个 非 零 向 量 4 与 5， 设 向 量 e 与 8 


的 夹 角 为 9, 然 后 先 求 出 & 与 5 的 数量 积 a. ,再 根据 公 Aa oos 0 = 一 便 可 求 


-Ii 
出 9, 但 要 注意 : 因 规 定 0e [0,7], 若 求 出 的 9 是 一 个 钝 角 , 则 异 面 直线 4 15 L, 所 
成 角 是 9 的 补 角 . 
下 面 用 平面 向 量 法 , 即 借助 平面 向 量 的 有 关 知 识 来 探索 一 下 历年 高 考试 题 中 
异 面 直线 所 成 角 的 问题 的 解 题 途径 ,以 便 寻 求 开 辟 一 条 新 的 解 题 道路 . 
k= 例 1 (1991 年 高 考题 ) 如 图 4. 36, B A A — ë FE 
4BC-4 B.C. th, Z ACB = 90°, ¿£ BAC = 30°, BC = 1, AA, = 
V6,M 是 CC, 的 中 点 . 
求证 :4B LA M. 
分 析 : 如 图 4. 36 ,这 是 一 道 综合 性 较 强 的 繁杂 的 几何 
题 ， — e 看 会 有 什么 效果 . 
图 4. 36 证 明 :… AB, ` AM = (AA, +4B) - (A.C, + C.M) = 
44 .4C+44 > CM 
由 向 量 44; LAC, AA, // CIMB I ,AA. = /6,A, B, 1 C Mt8,AA, - A.C. =0, 


C 


AA, + CM = 1AA | + IC MI eos 180° = xÉ x-1) = -43,45 CM =0 
又 由 LBAC =30°, ZACB =90°,BC =1, 4B =2,4C = >4A,B, -AC = 
IA,B' I + 1A,C Icos 30° =2 x /3 x B -3 


<. AB; - AM =0 -3 +3 =0 

<. AB, LA,M, EJ AB, LA,M 

评述 :用 向量 法 求解 的 最 大 优点 是 :思路 清晰 、 过 程 简捷 ,能 起 到 意 想不到 的 神 
奇效 果 , 体 现 向 量 法 的 优越 性 . 

例 2 (1991 年 上 海 高 考题 ) 如 图 4.37, 设 和 4BC 和 ADBC 所 在 的 两 个 平面 互 
WE, H. 4B=BC=BD, Z CBA= Z DBC =120°, 求 4,D 连 线 和 直线 BC 所 成 的 角 
( 略 去 了 该 题 的 1,3 问 ). 
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分 析 : 如 图 4.37, 设 I4B| =1BCI = IBDI =a 
区 FT > > -> — > 
- AD - BC = ( AC + CD - BC = AC + BC + 


=y = 
CD - BC 
.由 LCBA = LDBC =120° 及 余弦 定理 得 
— — — 一 一 一 一 — 
AC = CD = ña=AC » BC = IACI -+ 1BC| . cos 


30° =a ,CD - EÈ =10D) . 1BCI + cos 150° = - 


图 4. 37 


DR 
“AD + BC =a -30 =0 


“ADLBC 
c 4,D 的 连 线 和 直线 BC 所 成 角 为 90° 
评述 :通过 平面 向 量 的 应 用 ,省 去 了 去 寻找 异 面 直线 所 成 角 的 过 程 ,这 恰 省 去 


了 求解 异 面 直 线 所 成 角 问 题 的 难点 . 
D, F, 例 3 (1995 年 文科 高 考题 ) 如 图 4. 38, ABCD- 


Ci 


A,B, 
A A,B,C,D, 是 正方 体 BE, = D.F, s= 则 BE, 与 


A. 
DF, 所 成 角 的 余弦 值 是 (。 ) 


15 ] 8 3 
c === = — x 
A 17 B. 2 t. 17 D 2 


图 4.38 Ti =a, IBE | = IDF = JIa it EBE 5DF 


的 夹 角 为 0. 
一 一 — 一 一 一 > > > > > > > — 
“BE, + DF, = (BB, +B,E,) + (DD, + DF,) = BB. : DD, +BB, - DF, + BE. > 


DD; +B,E, + DF, ,而 向 量 B5, // DD. ELI) 
-. BB. - DD’ = 1622 ,BB - DF, + BE: - DD, = BB. - (D F, + B,E, ) BIBB; - 
DF +B E, - DD, =0,XBE - D.F. = he 


cosĝ = 


BE, : DF 15a? 
— = 5 所 以 选 A. 
IBE | IDF 1 /I7x /17a2 T 


例 4 (1995 年 理科 高 考题 ) 如 图 4. 39 ,4,B,Ci-4BC 是 直 三 棱柱 , Z BCA = 
90°, 点 Di ,FF 分别 是 41B1,41C, 的 中 点 ,车 BC = CA = CC , 则 BD, 5 AF, 所 成 角 的 
余弦 值 是 ( ). 
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v30 i v30 V10 
A. 10 B. 2 G. 15 D. 10 
分 析 : 如 图 4. 39, 设 BC = CA = CC, =a, H Z BCA =90°>=B,D, - 2, pp, = 
6 5 、 — = j. r > > > — 
Ó, AF, -6 又 设 向 量 BD, 与 4Fi 的 夹 角 为 9, 因 为 BD; .4F = (BB. +B,D,) > 


(AA, +A,F,) =BB, + AA, +BB, + A,F, +B,D, > AA, + B,D, : A.F, , i 8] BE BB, // 
AA. B Elk, BB, LAA, ,B,D' LAA BB, - AA, =a? , BB, : AA, = BD. - AA, =0. 而 


B,D, + A.F, = IB,D, + IA,F, Icos | -2)e = -1o 


所 以 BD, + AF, =a +0 +0 -a u; = 地, 由 此 得 : 


BD -AF 2e 

p 1 / 

cos 0= 一 一 — 7 $ 5 = X20 ffi A. 
2 


图 4.39 E 4.40 
例 5 (1996 年 高 考题 ) 如 图 4. 40 ,正方 形 ABCD 所 在 平面 与 正方 形 ABEF 所 
在 平面 成 60° 的 二 面 角 , 则 异 面 直 线 AD 15 BF 所 成 角 的 余弦 值 是 
分 析 : 如 图 4.40, 由 向 量 太 14B,DA L AB= Z FAD 是 正方 形 ABCD 所 在 的 平 
面 与 正方 形 4BEF 所 在 平面 的 二 面 角 的 平面 角 . 所 以 人 DAF =60°. 设 正方 形 的 边 长 
为 a, 则 1BF| =/2a. 
` AD . BF =AD( BÀ + AF) = AD - BÀ + AD - AF, HAD L BAƏAD - BÀ =0, mi 


— — — 


AD -+ AP = 1AB1 - IAF lcos 60° =1 x1 x30 = 地 a ,又 设 向 量 妨 与 BE 的 夹 角 为 9 
A 
AD - BF i 2a? _ 2 

IADI <- IBFI 1xv2ao 4 


<. cos 0 = 
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=. 异 面 直线 AD 与 BF 所 成 角 的 余弦 值 是 如 
例 6 (1997 年 高 考题) 如 图 4. 所 ,在 正方 体 4BCD-4181C1D, (PE, F 分 别 是 


BB, ,CD 的 中 点 , 求 4 与 D, F 所 成 的 角 . 


分 析 :如 图 4. 41, 设 正方 体 的 楼 长 为 24, 因 为 4E . D.F = (AB + BÉ) . (D,D + 


> > > > > > —, — — -> > > > 

DF) =AB - D,D +AB - DP + BÈ - D,D + BÈ - DE PAVAN tI EAB 1 D,D,BÈ 1 DF 
AB - D,D = BË - DF =0, 由 向 量 4B//DF 且 同 向 ,BE//DiD 且 反 向 =>4B - DÉ =2a x 
a =2a2 ,BE - D D = -2a ,所 以 她 .DI 六 =0, 因 此 4ELDIF, 即 4E 与 D,F 所 成 角 
为 90。. 


图 4.41 图 4.42 
例 7 (2001 年 高 考题 ) 如 图 4. 42 在 正三 棱柱 ABC -ABC 中 , 若 4B = 


BB, , 则 4B, 与 C, B 所 成 角 的 大 小 为 ( Je 


A. 60° B. 90° C. 105° D. 75° 
分 析 : 如 图 4.42, 设 4B =/2a,BB, =a 

> > > $ = d > > > > > — 
`: AB, + C.B = (AB +BB, ) : (C, C + CB) =AB : C,C +AB - CB + BB. - CC+ 


一 一 > —> 
BB, . CB 


HAB 1 C,C, BB, LCB 得 :4B . C.C = BB. .CB=0 
由 BB'//CiC 且 反 向 得 BB; - CiC= -a 


TAB - CB = |AB1 . ICB|cos 60° = Ja x 2a x =a, 

.. AB, - CIB=0+a -a° +0=0 

-. AB, 1 C, B , M B. 

综 上 所 述 ,用 向 量 法 求解 异 面 直 线 所 成 角 的 问题 不 仅 简洁 明了 ,而且 具有 一 般 


性 . 它 不 但 可 以 解决 异 面 直线 所 成 角 的 问题 ,而 且 还 可 以 解决 很 多 数学 问题 ,所 以 
在 学 习 中 应 自觉 地 应 用 向 量 法 来 探索 新 的 解 题 途 径 ,使 向 量 成 为 具有 一 套 优良 运 
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算 通 性 的 数学 体系 ,成 为 研究 数学 的 基本 工具 之 一 . 


4.4 关于 二 面 角 计 算 问 题 的 求解 策略 


立体 几何 中 ,二 面 角 的 计算 问题 是 立体 几何 中 的 热点 和 重点 问题 ,同时 也 是 难 
点 问题 , 它 涉 及 面 广 ,思维 含量 大 ,是 生命 力 很 旺盛 的 一 种 题 型 ,要 求学 生 能 根据 自 
己 所 学 的 知识 对 题目 的 条 件 或 结论 作出 合理 的 推断 . 这 里 从 不 同 的 角度 和 方位 癌 
大 家 介绍 关于 二 面 角 计 算 问 题 的 求解 策略 ,以 便 大 家 对 二 面 角 的 计算 方法 有 充分 
认识 和 准备 ,做 到 心中 有 底 . 

关于 二 面 角 的 计算 问题 , 常 有 3 种 处 理 策略 :第 一 种 是 先 通 过 构造 二 面 角 的 平 
面 角 ,尽量 将 其 构 置 在 一 个 特殊 的 图 形 之 中 ,结合 三 角 知 识 来 求解 ;第 二 种 策略 是 
将 一 个 二 面 角 的 大 小 转化 为 两 个 二 面 角 的 大 小 之 和 来 计算 ;第 三 种 策略 是 回避 二 
面 角 的 平面 角 一 一 不 作出 平面 角 ,根据 二 面 角 大 小 的 相关 公式 来 计算 . 


4.4.1 构造 二 面 角 的 平面 角 常 用 的 三 种 方法 
@D 直 接 利用 二 面 角 的 平面 角 的 定义 ,作出 平面 角 , 如 图 4. 43(1)， 


0Oe1,04Ca,OBCB 
0A11,0BL1 j 2408 AEA ate 的 平面 角 


图 4.43(1) 图 4.43(2) 
@ 利 用 三 垂 线 定理 或 它 的 逆 定 理 作 出 二 面 角 的 平面 角 , 如 图 4. 43(2), 由 


AB 1B,Aea,BeB | 
iB AME BOLITA 0 ,连接 „o ZA0B 为 二 面 角 o-l-B 的 平面 角 . 
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@ 作 二 面 角 的 棱 的 垂 面 , 找 出 平面 角 , 如 图 4. 43 
(3): 
平面 PAB 11,0 HEE ; A 
由 平面 PABNa=04 |> 
平面 PABNB=0B >— 
Z A0B 为 二 面 角 a-1-8 的 平面 角 . 
注 : 构 造 二 面 角 的 平面 角 , 确 定 二 面 角 的 校 是 前 
提 , 找 “一 点 ”是 关键 ,如 图 4.43(1) 中 的 0 点 ,图 4.43(2) 中 的 4 点 ,图 4.43(3) 中 


图 4.43(3) 


4.4.2 将 一 个 二 面 角 的 大 小 转化 为 两 个 二 面 角 的 大 小 之 和 来 
计算 


如 图 4. 44 所 示 。 
611,0 为 垂 足 
sna=04,5n8=08,5ny = 0C 
L408B 为 二 面 角 a-1-B 的 平面 角 
人 AOC 为 二 面 角 a-l-y 的 平面 角 
Z BOC 为 二 面 角 B-l-y 的 平面 角 
LAOB= /AOC+ Z BOC 
a-l-B 大 小 等 于 二 面 角 a-l-y 的 大 小 与 二 面 角 B-1-y 的 
图 4. 44 大 小 之 和 . 

注 : 当 二 面 角 为 钝 二 面 角 时 ,计算 大 小 时 常 将 它 转 化 为 一 个 直 二 面 角 与 一 个 锐 

二 面 角 的 大 小 之 和 来 计算 . 


4.4.3 计算 二 面 角 大 小 常用 的 几 个 公式 


中 如 图 4.45(1) , 若 CE LAB 于 点 已 ,DF 4 AB 于 点 了 F, 则 二 面 角 C-4B-D 的 大 小 


由 >- H fai 


— — 

% p H Bb EÓ tj FÚ Ú) e fa (aR CÉ ij DP Hg 3 fü ) arccos e PBI 
CÉ- DÉ 、 

( 2R arccos Tz ' [| 的 大 小 


@ 三 射线 定理 . 如 图 4. 45(2) ,从 空间 一 点 O 引 三 条 射线 04,0B8,0C, 在 OC 上 
任 取 点 C, 作 CA 1 OC F C, OA +T. A; fE CB 1 OC + C ,2# OB FB. 设 04 =a, 
OB =b. 00 =c. eq. > =0,,<b,c > =0,, <a,b > =0, 二 面 角 4-0C-B 的 大 小 为 
a, WA 


O wia @rz s = 


cos 0 — cos 0, cos 0, 


cos 0 = cos 0, cos 6, + sin gsin 0;cos a , E|] cos = = 


sin 0 ,sin 0, 


A B 
D 
图 4.45(1) 图 4.45(2) 
证 明 : 如 图 4.45(2), 由 CA 1 0C,CB 1 0C—> ¿ACB 为 二 面 角 4-0C-B 的 平 
面 角 . 
一 > 一 一 TE 
<. LACB =a = < CA,CB > ,由 题 设 得 : 
a = = 一 一 > 
[c] [el] . [CA] .| 1CB| 
cos 0, = —,cos 0, = 一 一 sin 0, =—— ,sin 0, =—— 
la | || [a | |b| 
ab CA:CB (a-c)-: (b- c) 
cos 0 = 一 —,.c0s q = 一 一 — = = s — 
|Z]. [2] [CA] + |CB| [CA| - |CB| 
a (a-c). (b-c) 
.'. cos gcos 0, + sin Oisin 0,cos œ = A 
la|- |b] la|- [bl 


lal- lb] 
a-b c[(¿c-a)+(c-)D)] 
= + 
lal- [b] lal- Ib] 
= — — 
c * (AC + BC) 
= cos 0 + 
la]: lèl 
=k Te Ee -= 
c *AC+c ° BC 
= cos 0 + 
a b| 


lal.» | 
又 由 题 设 知 ,EL4C,E1LBCE.4G6=E - BC=0, 因 此 : 


cos 0 — cos Oicos 0, 
cos 0 = cos 0, cos 0, + sin bsin 0,cos a, 即 cos = 


, 故 定理 成 立 . 


sin Oisin 0, 
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注 : 定 理 中 的 0, ,9, 可 以 推广 到 钝 角 或 直角 的 情况 . 
二 面 角 射 影 面积 公式 . 
Sa 
SA EF a EHAA, Spa 248 A rh — 4 AEAEE 
原 图 形 
的 面积 ,Sm 珍 是 指 该 图 形 在 男 一 个 面 上 的 射影 图 形 的 面积 ( 证明 略 ). 
说 明 : 当 二 面 角 为 钝 二 面 角 时 ,大 小 为 7 一 a 
@ 如 图 4.45(3), 设 PAla 于 4,PB1B6 于 B， 
1, 训 分 别 为 二 面 角 a-l-8 的 两 个 面 a,pB 的 一 个 法 向 
量 , 则 240B + Z4PB = m, ZA0B = < m, m, > 或 


cos Q 三 


=a Ab. 

说 明 : 

Dn ,天 当 分 别 指向 二 面 角 的 内 外侧 时 ,二 面 
角 a-l-B KIEF <m, m > 的 大 小 . 

@ 当 页 , 贡 同 时 指向 二 面 角 的 内 侧 或 外 侧 时 ,二 
面 角 a-l-B 的 大 小 等 于 75- <n, m > 的 大 小 . 

例 1 (2004 年 全 国 高 考 理科 试卷 ) 如 图 4.46(1) ,已 知 四 校 锥 P-ABCD,PB L 
AD ,侧面 PAD 为 边 长 等 于 2 的 正三 角形 ,底面 4BCD 为 菱形 ,侧面 PAD 与 底面 AB- 
CD 所 形成 的 二 面 角 为 120°. 

ORA P 到 平面 4BCD 的 距离 . 

ORT APB 与 面 CPB 所 形成 二 面 角 的 大 小 . 

分 析 : 由 于 侧面 PAD 与 底面 所 形成 二 面 角 为 120°, 因 此 无 论 是 哪 一 种 方法 都 
必须 构造 出 侧面 PAD 与 底面 所 成 的 120° 二 面 角 的 平面 角 . 由 题 设 和 图 形 的 特征 可 
知 ,可 利用 三 垂 线 定理 或 它 的 逆 定 理 来 寻求 这 个 平面 角 . 


P 


图 4.45(3) 


图 4.46(1) 图 4. 46(2) 
解 :如 图 4.46(2) fE PO 平面 4BCD,0 为 垂 足 ,连接 04,0B,0D. OB 与 AD 
交 于 点 ,连接 PE. 因为 AD L PB, 所 以 AD 40B( 三 垂 线 定理 的 逆 定 理 ) 坊 AD LPE 
(三 垂 线 定 理 ) ,因此 人 PEFEB 为 面 PAD 与 面 4BCD 所 成 二 面 角 的 平面 角 , 所 以 
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Z PEB =120°, Z PEO =60°. XX PA = PD =AD =2, łk PO = PE + sin 60° = /3 x 


S 3 MA P BFT ABCD 的 距离 为 3 


方法 1 :根据 二 面 角 的 平面 角 的 定义 寻求 二 面 角 4-PB-C 的 平面 角 . 
如 图 4.46(2) , 取 PB 中 点 6, 由 PA =AD =AB =2>4G 1 PB, HX AD // BC, 


AD 1 PB, 所 以 过 点 G 作 GF//BC 交 PC 于 点 F, 则 GF LPB, H. GF =3BC =1, 因 此 
ZAGF 是 二 面 角 4-PB-C 的 平面 角 . 因为 4D 上 平面 P0B, 所 以 AD LEG. 从 而 得 出 
PE = BE =3 , H Z PEB =120°, 得 到 LEPB = LEBP=30°, 因 为 PB 1 平面 4GFD, 所 
以 PB 1 EG fE Rt A GAE 中 ,AE =+ AD = = 1,tan Z GAE = -2e -8 ,而 在 梯形 AGFD 


rB, Z AGF + ¿Z GAE = m. 
所 以 Z AGF =m - arctan A 即 所 求 二 面 角 的 大 小 为 页 -arctan 5 


方法 2: 将 二 面 角 4-PB-C 的 大 小 转化 为 一 个 直 二 面 角 与 锐 二 面 角 的 大 小 之 
和 , 求 锐 二 面 角 的 平面 角 . 

如 图 4.46(2) ,由 于 4D//BC,AD 1 PB,PO 1 EBI ABCD , ik BC 1 0B , BC 1 É 
面 POB. 所 以 平面 PBC | 平面 POB, Z Hifa A-PB-C 的 大 小 = a + 二 面 角 A-PB-0 
的 大 小 . 

DISE NAD 中 点 ,4AE LHi POB, it H E WEEG LPB 于 6, 连 接 4C, 则 由 三 垂 
线 定理 知 , LAGE 为 二 面 角 4-PB-0 的 大 小 . … PA = 4B =2, 所 以 G 为 PB 的 中 点 ， 


同方 法 一 得 , Z EGB = 30°, EG = TEN 在 RtAAEG 中 ,tan Z AGE = 一 = 一 = 


SB, 3 ,所 以 上 L4CF = arctan 28, 即 二 面 角 A-PB-0 的 大 小 为 arctan 25 ,所 以 二 面 角 


4-PB-C 的 大 小 法 + arctan 


方法 3 :利用 平面 向 量 法 求解 . 
如 图 4.46(2) ,过 4 点 作 4C1PB F CC, 因为 P4=4B8=2, 所 以 6 为 PB 的 中 


点 ,同方 法 @ 得 ,BC 1 PB,EG = AE =1, 在 RtAAEG 中 ,46 = VAE + EG° -4 
FLA H AG LPB ,BC 1 PB {4 < GÀ , BC > 的 大 小 即 为 所 求 二 面 角 4-PB-C 的 大 小 . 
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因为 GA = GË + Bi, 所 以 GA - BC = (GB + BÀ) - BG = GB - BC + BÀ - BG, XIN 
为 BC 1 GB, 52 48. ZABE =30°, Z ABC = 30° + 90° = 120°. 所 以 GA - BC = 0 +2 x 


2 eos 120*= —2 | GÀ | : BÈI =Z 2 = /.. 


所 以 cos < GA, BÈ > = GÅ - BC 27 
IGAI .1BC1 7 


即 所 求 二 面 角 的 大 小 为 "一 arecos 2, 


方法 4: 利 用 三 射线 定理 求解 . 

如 图 4. 46 (3) ,在 二 面 角 4-PB-C 的 棱 上 选 起 
一 点 也 , — < BÅ, BP > = f < BC, BÈ > = @;, 
<BA,BC > = 0, — f 4-PB-C 的 大 小 为 a, BI 
0, = LABP,0, = Z CBP ,0 = 4 ABC. 

易 得 9, =90°,0 = ZABE + Z EBC = 30° + 90° = 
120°. 3} A Œ AG 1 PB +. G, 

… PA=AB=2 图 4.46(3) 

“… GH PB 中 点 ,同方 法 一 得 LPBO =30° 

~. PB =2PO =3 


46 S Q OB 3 
ne yg 4 
s. cos 0 — cos 0, cos 0, , 
… 根据 三 射线 定理 :cos a = 一 一 一 一 一 一 一 得 
sin 0,sin 0, 
° ES s ° 
cos 120° — gcos 90 2 厅 
cos Q = F = 7 
— x sin 90° 
4 
.“.Q = T — arccos -A 即 所 求 二 面 角 大 小 为 + — arccos 


方法 5: 利 用 空间 向 量 法 求解 . 
如 图 4. 46(4) 建 立 空间 直角 坐标 系 ,0 为 坐标 原点 ,x 轴 平 行 于 D4, 过 4 作 
AG14PB 于 G6, 则 由 PA =4B=2 知 ,G 为 PB 中 点 , 易 得 BC LPB. 所 以 二 面 角 4-PB-C 
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… 所 求 二 面 角 的 大 小 为 下 -arccos 
方法 6: 利 用 法 向 量 法 求解 
如 图 4 46(4) ,同方 法 5 得 , P (0,0,3), 


3450), 4 是 ， c| -238 0). PÅ = 


2 ngi? 
图 4.46(4) B 3155 3B 3) > METE 3 
2 -aj Ph=<|o2 >) P= -二 | 
(u, 3 l, A (2 ig? a 
Kn, = (xy 2) m = (22,232) A E PAB, YH CPB 的 一 个 法 向 量 ， 
> — 如 3 =0 
miPA Im:PA=0 [W t> 22 5 
LIN "> — = =i = 3 W Sr = %J 
m LP. m 'PB=0 |2 3 ə 
arga 
R 3 
.. Th 三 [a a ) 
> > > > 3.3 _ 3 =0 
m A PB pm- PB=0 | 2 77225 
| > | > > 一 0 22 =V3y, 
m1iPC [m : PC =0 3⁄3 3 
-2x; + 2 - > 2 =0 


m = (0,y,,/3y,) , 令 x =3,y,=1,M; 
ni =(3,V3,3),m =(0,1,V3) ,7m， ° 72 =4/3,|m| š Im | =2./21 


Th ` Th 
-. eos < m ,Tp > = = -4 -2/1 


ielai A T 
又 … 二 面 角 4-PB-C 为 钝 二 面 角 
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<. 所 求 二 面 角 的 大 小 为 m -arccos Ral, 


评述 :本 题 唯 一 的 一 个 难点 是 过 点 已 作 垂 直 于 底面 ABCD 的 直线 落 在 所 给 图 
形 外 部 ,需要 自己 补充 图 形 ,这 需要 学 生 有 较 强 的 空间 想象 能 力 ,但 本 题 的 @ 可 用 
传统 立体 几何 法 求解 ,也 可 以 用 空间 向 量 知识 求解 . 

例 2 (2004 年 全 国 高 考试 卷 I ) 如 图 4.47(1) , 直 三 棱柱 4B8C-4, BC 中， 
ZACB =90°,AC =1,BC = /2 , 侧 棱 AA, =1, 测 面 441B1B 的 两 条 对 角 线 交点 为 D， 
B,C, 的 中 点 为 MM. 

DRHE CD 上 平面 BDM; 

ORM B18D 与 面 CBD 所 成 二 面 角 的 大 小 . 

DH. 

DHA 1: 利 用 三 射线 定理 求解 . 


图 4.47(1) 图 4.47(2) 

如 图 4.47(2) , 设 ZB,DB=6,LCDB = 0,, LCDB, =9, 二 面 角 B,-BD-C 的 大 
小 为 a, 连接 BC, 由 Q@ 知 :CD 1 BD 

<. LCDB = 0, =90° 

由 题 意 知 : LCBB, =90°, B,C =V3,4B, =4B =2,D 为 AB, 与 4 有 8 的 中 点 ， 
CD =1,BD =B,D =BB, =1 

<. 0, =60°, E RtACDB, 中 ,CB = VCB +BB? =/3 

在 ACDB, 中 ,由 余弦 定理 得 : 

CD +B D -CB 1+l-( 1 


wre FD. BD = Talwi 


cos 0 — cos 0, cos 0, , 


<. Z CDB, =9=120。, 根 据 三 射线 定理 cos o = A A 得 : 
sin 0,sin 0; 


_ cos 120° —cos 90°cos 60° _ 3 


SERE sin 90°sin 60° 3 


..Q = T — arccos - 即 所 求 二 面 角 的 大 小 为 下- arccos 
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方法 2: 利用 射影 面积 定理 求解 . 

如 图 4.47(3) ,过 点 C 作 CN1L4B F N, 连 接 DN 

… 平面 AA. B, B 1 平面 4BC XF AB 

<. CN 平面 44,B,B,ABDN 是 ABDC 在 平面 BDB, 上 的 射影 三 角形 . 设 平 面 


S 
CBD 与 平面 BDB, 所 成 锐 二 面 角 为 a, 则 由 射影 面积 定理 得 :cos o = a R 由 题 意 
ABCD 
得 :CD 1 BD,CD=1,BD=B D=BB, =1,AB =4/3,AD =B,D =1, ZNBD = ZABA, = 


30°,CN + AB = AC + BC, CN = AC BC -4 ay = VA "OV = 8, BN = AB — 


N= 
3 
Sas = 2 BN ° BD - sin 30° = x 2 x l=, si zD BD =—- 
v6 
3 B 
et 


由 图 形 知 ,二 面 角 B-BD-C 为 钝 二 面 角 


<. 所 求 二 面 角 为 m -arccos 2 


E 4. 47(3) 图 4.47(4) 
方法 3: 利 用 空间 向 量 法 求解 . 
如 图 4.47(4) ,建立 空间 直角 坐标 系 C-xyz, 设 6 为 BD 中 点 ,由 已 知 条 件 可 得 
BD=BD=BB,=1, 则 BG14BD, 由 Q@ 知 :CD LBD, | mif C-BD-B 的 大 小 等 于 
<CD B G > 的 大 小 . 


* B(42,0,0),A(0,1,1),B, (人 ,1,0)， pt [2.1 z) . r: x) 
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一 一 全 一 一 Dp — > —- > 
Beé=|( -%2 -于 ,于 | c) [2.7 1) ać B= - 1 (ë. 1B 
47414 2'22 J 
== BIC- CD /3 
cos < CD ,B, G > = 一 一 === = — 3 
IBCI -IGI 3 


` <TÒ,B,Ġ > = z - arccos Š ( tE; AIET BER < CD, B, Ó > 的 大 小 也 
很 简单 ). 

方法 4: 利 用 法 向 量 法 求解 . 

同方 法 3, 如 图 4.47(4) „N, = (x, Yı ,Z1 ) M = (x, ,72 ,22 ) 分 别 为 面 B, BD 与 
n, * BB, =0 (m. - CË =0 
m -AB =0 IRRA 
-1) ,CB = (42,0 ,0) ‚CA, = (0,1,1), B 48.7 = (x, ,0,/2x,) m = (0,72, -7), 
Aa =l =l, Ma = (1,02m = (0,1, -= 1), HA eos < m m, > = 


面 CBD 的 一 个 法 向 量 ,由 „BB? = (0,1,0) AB = (2.0, 


mim A BJBR Ia 2I9 m — arcos 8. 


一 


es = il 
注 :本 例 也 可 以 寻求 二 面 角 的 平面 角 来 求解 . 设 ,6G 分 别 为 BC,BD 中 点 , 易 
A: LB, GF 是 所 求 二 面 角 的 平面 角 ; 本 例题 还 可 以 由 面 CDB L 面 BDM 知 :二 面 角 


C-BD-B, 的 平面 角 可 由 2 + ( M-BD-B, ) 的 平面 角 求 得 , 易 求 得 M-BD-B, 的 平面 角 
为 arccos L 所 以 二 面 角 C-BD-B, 的 大 小 为 7 + arccos 

以 上 例子 说 明 ,只 要 掌握 了 求解 二 面 角 的 大 小 的 策略 ,就 能 从 容 面 对 立 体 几何 
中 的 二 面 角 的 计算 问题 ,并 且 可 以 选取 最 佳 的 求解 方法 . 


45 空间 中 的 距离 问题 


4.5.1 空间 中 的 距离 
空间 中 的 距离 主要 是 指 以 下 七 种 距离 : 


QD 两 点 间 的 距离 . 

@) 点 线 距 离 " 一 一 一 个 点 到 一 条 直线 的 距离 . 

O 点 面 距离 "一 一 一 个 点 到 它 在 一 个 平面 内 的 正 射影 的 距离 . 

@“ 线 面 距离 ”一 一 一 条 直线 和 一 个 平面 平行 ,从 直线 上 任意 一 点 向 平面 引 垂 
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线 , 垂 线段 的 长 度 即 为 直线 与 平面 间 的 距离 . 

(9* 面 面 距离 ”一 一 两 个 平面 相互 平行 ,在 其 中 一 个 平面 内 的 任意 一 点 向 男 一 
个 平面 引 垂 线 , 垂 线段 的 长 度 即 为 两 个 平面 间 的 距离 . 

@ 两 条 异 面 直线 间 的 距离 一 一 夹 在 两 异 面 直线 间 的 公 垂 线段 的 长 度 . 

Q@ 球 面 上 两 点 间 的 距离 一 一 球面 上 经 过 两 点 的 大 圆 在 这 两 点 间 的 一 段 劣 弧 的 
长 度 . 
线 \ 点 到 面 "的 距离 问题 为 基础 , 求 其 他 距离 问题 时 也 可 以 划 归 为 这 三 种 距离 问题 . 

对 于 “点 线 距离 ”的 求法 ,一 般 用 三 垂 线 定理 作出 垂 线段 ,然后 在 相关 的 三 角 
形 中 求解 ,也 可 以 借助 等 面积 法 求解 ;两 点 间 的 距离 可 以 通过 空间 中 两 点 的 距离 公 
式 来 求解 ;球面 上 两 点 间 的 距离 问题 在 5. 1 节 中 会 进一步 研究 ,而 “点 面 距离 ”的 问 
题 是 立体 几何 中 最 为 重要 的 问题 , 异 面 直线 间 的 距离 问题 是 最 为 综合 的 问题 , 因 
此 ,本 节 内 容重 点 研究 “点 面 距离 ”和 两 条 异 面 直线 间 的 距离 的 求法 . 


4.5.2 计算 “点 面 距离 ”常用 的 几 种 基本 方法 

1 ) 直接 法 (也 称 定义 法 ) 

直接 法 , 即 直接 找 出 或 作出 “点 面 距离 ”, 按 “一 找 . 二 证 ,三 计算 ”的 步骤 完成 ， 
用 此 方法 的 关键 在 于 如 何 找 出 或 作出 这 一 垂 线段 . 

2) 转 移 法 

转移 法 是 指 将 此 点 到 平面 的 距离 转化 为 求 男 一 点 到 该 平面 的 距离 ,在 直接 法 
不 易 求解 时 ,可 考虑 以 下 转移 法 : 

QCD" 点 面 距 离线 面 距离 、 面 面 距 离 " 间 的 相互 转化 利用 与 平面 平行 的 直线 上 
各 点 到 该 平面 的 距离 都 相等 的 性 质 进行 转化 ;或 利用 相互 平行 的 两 个 平面 ,其 中 一 
个 面 上 的 各 点 到 为 一 个 面 的 距离 都 相等 的 性 质 进 行 转化 . 

@ 如 图 4.48(1) ,线段 48 上 的 一 点 Bea,A ga, M 是 线段 4B 的 中 点 ,那么 4 
点 到 平面 a 的 距离 AO 是 M 点 到 平面 a 的 距离 MO, 的 2 倍 , 即 40 =2MO, ,这 样 就 
可 以 将 4 点 到 平面 a 的 距离 转化 为 求 M 点 到 平面 a 的 距离 (或 者 反之 ). 

OWK 4.48 (2), M 为 线段 AB 的 中 点 ,Me a,4,B 两 点 分 别 在 平面 a 的 异 侧 ， 
MU A.B 两 点 分 别 到 平面 a 的 距离 AO. pO, 相等 , 即 AO = BO, ,所 以 4,B 两 点 到 平 
面 a 的 距离 可 以 相互 转化 . 

3 ) 等 体积 法 

将 已 知 点 作为 某 个 三 棱锥 的 顶点 ,在 已 知 平面 上 取 一 个 三 角形 作为 棱锥 的 底 
面 , 先 求 出 此 三 棱锥 的 体积 和 底面 积 ,再 间接 地 求 出 棱锥 的 高 , 即 点 到 平面 的 距离 . 
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#1 aL |! 


A 


图 4.48(1) 图 4.48(2) 
4) 向 量 法 
设 点 P 是 平面 a 内 一 点 ,7 是 平面 a 的 一 个 法 
向 量 ,如 图 4. 49 , 则 点 M 到 平面 a 的 距离 : 
Iņ- PM | 


d= |MN| = 
In] E 4.49 


4.5.3 通过 具体 的 例子 来 研究 求 “ 点 面 距离 ”的 基本 方法 

例 1 (1991 年 全 国 高 考 理科 试题 ) 如 图 4.50(1) ,已 知 4BCD 是 边 长 为 4 的 
正方 形 ,E,F 分 别 是 4B,4D 的 中 点 ,CC 垂直 于 ABCD 所 在 的 平面 , 且 CC =2, 求 点 
B 到 平面 EFG 的 距离 . 

解法 1( 等 体积 法 ) :欲求 出 点 已 到 平面 EFG 的 距离 ,只 需求 出 三 棱锥 B-EFG 
的 高 即 可 . 

如 图 4. 50(1) ,连接 GE, GF,GB,BF ,构造 一 个 三 棱锥 B-EFG, 设 B 点 到 平面 
EFG 的 距离 为 h, 则 为 三 棱锥 B-EFG 的 高 . 因为 ABCD 是 边 长 为 4 的 正方 形 , 且 
已, 下 分 别 是 4B ,47D 的 中 点 ,所 以 AF = AE = BE =2, ZA =90°. 因此 在 RtA EAF t, 


EF = 42 +X =2 2, XHA BEF =135°, 所 以 Saer = 二 BF + BE + sin 135° = 


2 
> x2 2 x2 2. 


又 在 RtA CBE 中 ,EC = VEP +BC = V42 +22 =2 /5; 

在 RtAGCE 中 ,CE = / (2 /5)2 +22 =2 V6, 同 理 可 得 GF =2V6, 在 等 腰 和 ACEF 
中 ,过 C 作 COLEF 交 于 C, 则 FoO=EO=v2. 

在 RIAGQE 中 ,GQ = VGE -QE = / (2 /6)° - (/2)2 = V3. 

$ Sasre = EF I GQ= x2 2 x /22 =2 /11. 
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图 4.50(1) 
`: GC LPH ABCD 


Pe | 1 
… 利用 等 体积 关系 :asrc = Vegrs 得 : 3 S AEF6 ‘h= 3 Saers “GC 


. = S AEFB çe- 22 _ o 


2AT 
š = EA BA EFG . 
mam > 即 点 B 到 平面 的 距离 为 < 
解法 2( 转 移 法 ) :如 图 4.50(2) ,连接 EG ,FG,AC,BD. EF ,BD 分 别 交 AC 于 点 Q ,O. 


G 


图 4. 50(2) 


`: ABCD 是 正方 形 ,E,F 分 别 是 4B,4D 的 中 点 
.EF// BD,Q,0 分 别 为 EF,AC 的 中 点 . 


BD Z 平面 EFG 


… 由 EFC 平 面 ere nts EFG 


BD//EF 


… 点 B 到 平面 EFG 的 距离 = 点 O 到 平面 EFG 的 距离 
… BD 1AC 
<. BD 10C 
` EF // BD 
~. EF L QC 


L de 2 — | 


W~ GC L ¥ ki ABCD , EF C F-Iñl ABCD 


:EFLGC 
EF10 
EF 平面 0CC1 平面 EFC1 平 面 0CC 交 于 GQ 
ana | 而 EF C EFG sure | 
QCNGC=C 


>0K 1 平面 EFG ,线段 OK 的 长 就 是 点 O 到 平面 EFG 的 距离 . 

… ABCD 是 边 长 为 4 的 正方 形 ,CC =2 

..AC=4.2,00 =/2,C0 =3.2 

<. Æ RtAQCG rR,G0 = / (3 /2)2 +? = V22 

`: AQK0— A 0CG 

,OK = ca, 即 点 B 到 平面 EFG 的 距离 为 21 ai, 

解法 3( 直 接 法 ) :直接 找 出 点 B 到 平面 EFG 的 距离 . 

如 图 4. 50(3) ,延长 FE,CB 交 于 点 M ,连接 . GM 易 证 BE = BM =2, 设 N 为 EM 
的 中 点 , 则 BN 1 EM ,在 平面 GCM 内 过 B 作 BP//GC 交 GM FH P, it PN. 


图 4.50(3) 


… GC 1 Fi ABCD 
<. BP 1 FMi ABCD 
… BN 是 PN 在 平面 4BCD 内 的 射影 ,根据 三 垂 线 定理 得 :EM 1 PN. 
EM LPN 
.由 EM LBN 
PNNBN=N 
一 B 厅 上 平面 BFC, 所 以 线段 BH 的 长 度 就 是 点 B 到 平面 EFG 的 距离 . 


EM 平面 PVB1 Fifi EFG 4 平面 PNB XF PN 
一 5MC 平 面 me tE B fE PHL PN FRH | 
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è 


377 = @T=r sr == 


在 RtABEN tB ,H Z BEN =45°ƏBN = 2 
“* AMBP AMGC 


在 RtAPBN 中 ,PN= VPB? + BN: =~22 
3 


又 由 BH: PN = BP - BN 得 :B= 人, 即 点 B 到 平面 EFG 的 距离 为 2 认 二 


解法 4( 空 间 向 量 法 ) : 略 (我 们 会 在 4. 6 节 中 具体 地 研究 用 空间 向 量 法 求 “点 
面 距离 ”的 方法 ). 

评述 :用 等 体积 法 求 ^ 点 面 距离 ”的 优点 是 :不 必 由 已 知 点 向 已 知 平面 引 垂 线 ， 
可 以 省 去 许多 较 复 杂 的 工作 ,是 较 简 捷 的 解法 ,在 解 题 中 要 优先 考虑 . 直接 法 或 转 
移 法 都 要 由 一 点 向 平面 引 垂 线 , 引 垂 线 之 前 首先 要 过 该 点 作出 一 个 平面 与 已 知 平 
面 垂直 ,然后 由 这 点 向 交 线 引 垂 线 即 可 . 所 以 关键 在 于 找到 徘 面 (如 解法 2 中 的 平 
面 CQC ,解法 3 中 的 平面 PBN). 

例 2 (1998 年 全 国 高 考试 题 ) 如 图 4.51(1) ,已 知 斜 三 棱柱 48C-41B1C, 的 侧 
面 4,4CC, 与 底面 ABC 垂直 , ZABC = 90°, BC =2,AC =2/3, H AA, 1 A.C, 
AA, = A.C. 

(Rm AA 与 底面 ABC 所 成 角 的 大 小 ; 

RMH AABB, 与 底面 48C 所 成 二 面 角 的 大 小 ; 

ORMA C 到 侧面 AL ABB, 的 距离 . 


图 4.51(1) 图 4.51(2) 
QO@ 解 :如 图 4.51(2) ,过 4, 作 4,014C 于 0, 由 面 4,4CC, 1 底面 4BC XF AC 
过 A101 平面 4BC. 所 以 L4140 为 A,A 与 面 ABC 所 成 的 角 . 因为 AA, LA,C,AA, = 
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L qos 


A1C, 所 以 L4140 =45°. 

@ 解 :如 图 4.51(2), 过 0 作 O0E14B 于 E, 连 接 AE, 则 由 A0 1 3E ABC 
A,E LAB. 所 以 Z A EO 是 侧面 414CC, 与 底面 ABC 所 成 二 面 角 的 平面 角 . HAB 1 
BC 一 E0OVBC, 又 因为 0 是 4C 的 中 点 ,BC =2,4C =2V3, 所 以 EO =1,40 =A,0 = 


V3 ,tan Z A, EO -2 = ,所 以 4,EO =60° 为 所 求 二 面 角 的 大 小 . 


OME 1 (转移 法 ) :如 图 4. 51(2) ,由 4 T T ABB, jc 点 到 平面 4488 
0 NAC 中 点 
的 距离 =2 倍 0 点 到 平面 A ABB, 的 距离 
AB 10E 
-由 4BLAIE 
OEDA E =E 
OK 平面 4,4BB， 
-. OK 是 0 点 到 平面 A ABB, 的 距离 


AB 上 平面 4,OP 平面 410E 1 平面 41,4BB, 28 A.E 
“又 因为 4BC 平 面 44B8 Papa O fE 0K LA,E us K | 


> 


易 得 41E=2,.. H OK + A,E =0E : A.0,0E=1,A,0 = /3=0K = 2 


… C 点 到 平面 A ABB, 的 距离 为 V3. 

解法 2( 等 体积 法 ) :欲求 C 点 到 平面 A ABB. 的 距离 ,只 需求 出 三 棱锥 C-4,4B 
的 高 即 可 . 

如 图 4.51(2) , 设 C 点 到 平面 4,4BB, 的 距离 为 六 , 即 三 棱锥 的 高 为 九 ,由 cus = 


Vgc S maus “h = 本 Sauce ` A05 x2 72: h =+ x2 /2 x /3=h = /3. 


< C 点 到 平面 A ABB. 的 距离 为 V3. 

解法 3( 直接 法 ) :直接 找 出 C 点 到 平面 4,4BB, 的 距离 . 

如 图 4.51(2), 过 B 作 BF / AE X AB, + FF, 连接 CF, W: 由 
AB 1 A,ESAB 1 BF 
AB L BC |- 
BFmBC =B 
CH 1 $i A, ABB, ,… CH 是 C 点 到 平面 4,4BB, 的 距离 . 

由 BF//AIE,OE/ BC= LFBC = /LAEO=60°,BF =AE=2,. BC=2,.. 在 
RtABCH 中 , 易 得 CH = 03. 

“.C 点 到 平面 41,4BB, 的 距离 为 /3. 

解法 4( 空间 向 量 法 ) : 略 . 


AB 上 平面 BCF 平面 BCF 1 平面 41,4BB, XF BF 
pi 过 C 作 CHLBF 于 H |= 


EE”; s @r=z sr = 


4.5.4 两 异 面 直 线 间 的 距离 的 求法 
1) 直接 法 (也 称 定义 法 ) 
如 图 4.52(1) ,作出 异 面 直线 a Mo WAER AB, 并 转化 为 平面 几何 问题 


图 4.52(1) 
2) 转移 法 


如 图 4. 52(2) ,过 两 异 面 直线 其 中 一 条 b 作 与 男 一 条 a 平行 的 平面 a, 转 化 为 


直线 a 与 平面 a 的 距离 ,或 面 a 与 面 B 的 距离 ,再 转化 为 M 点 到 平面 a 的 距 
离 MN. 


3 ) 等 体积 法 
如 图 4. 52(3) ,用 等 体积 法 转化 为 求 三 棱锥 P-ABC 的 高 PO. 


图 4.52(2) 


图 4.52(3) 


图 4.52(4) 
4) 射 影 法 

如 图 4. 52(4) ,转化 为 同一 平面 上 点 到 直线 的 距离 . 

Q 作 与 两 异 面 直线 其 中 的 一 条 a 垂直 的 平面 a 

@) 分 别 作 两 异 面 直 线 a,b 在 平面 a 的 射影 O ,b'. 

ORA 0 到 直线 5' 的 距离 OE 即 是 两 异 面 直线 a,b 的 距离 . 
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5) 极 值 法 

因 两 异 面 直线 公 垂 线段 的 长 度 是 两 异 面 直线 上 各 一 点 的 连 线 中 之 最 短 者 , 故 
可 引入 参数 求 最 小 值 . 

6) 向 量 法 


如 图 4. 52(5) ,7n 是 异 面 直线 4 与 4 的 公 垂 线 MN 上 的 一 个 方向 向 量 ,E Eel, 
Fel, „Nel E AN Mi PW, =M; 5 L 确定 的 平面 为 a, M l E i, 间 的 距离 d TT 
点 已 到 平面 ma, a a= 51 

n 
下 面 通过 具体 的 例子 来 探求 “两 异 面 直线 间 的 距离 ”问题 . 


图 4.52(5) 图 4.53 

例 3 RI 4. 53,ABCD-A,B, CD, ERKA a 的 正方 体 . 求 两 异 面 直线 AD 与 
BD, 间 的 距离 . 

解法 1( 直接 法 ) : 找 出 AD 与 BD, WAER MN. 

设 M,N 分 别 是 4D,BD, 的 中 点 ,连接 MN. 由 已 知 条 件 知 MB = MD.. 

<. MN L BD, 

又 …N 点 在 平面 4BCD 内 的 射影 为 BD 的 中 点 0,MO1L4D 

<. MN LAD 


<. MN 是 AD 与 BD, WAER, B] MN 是 两 异 面 直 线 AD 与 BD, 间 的 距离 . 


z 2 
在 等 腰 RLAMON 中 ,MO=NO = 二 a MN = VMO + NO = , (+a) + (0) ë 


DIS 


-. 异 面 直线 AD 与 BD, 间 的 距离 为 a 
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PPV ns @r= = = 


解法 2( 等 体积 法 ) :如 图 5.6, 由 4DV4D 一 4DV F H A, BD, 
… AD 到 平面 418D, 的 距离 就 是 两 异 面 直线 AD 与 BD, 间 的 距离 . 即 是 三 棱锥 
A-A, BD, 的 高 , 设 此 三 棱锥 4-4,BD, 的 高 为 h. 


1 1 J2 o 
… 由 Yanp， = Vaani => 3 S amen “h= 3 Samp š AR... 3 x F" ‘h= +a a x 
l pa, = 2 
xa =h = z 


解法 3( 射影 法 ) :如 图 5.6 
… AD L PH ABBA, ,4 HÆÆ ,BD, 在 平面 4BB14, 上 的 射影 是 4,B 
n A 点 到 直线 A, B 的 距离 即 为 两 异 面 直线 AD 与 BD, 间 的 距离 ,而 A 点 到 直线 


A,B ae 


- 异 面 直线 AD $ BD, 间 的 距离 为 a 


解法 4( 向 量 法 ) : 略 (我 们 会 在 4. 6 中 具体 地 研究 利用 空间 向 量 法 求 “ 异 面 直 
线 间 的 距离 ”问题 ). 

例 4 已 知 4BCD-4,B CD 是 楼 长 为 a 的 正方 体 , 求 两 异 面 直线 BD 与 B,C 
间 的 距离 . 

解法 1( 直接 法 ) :如 图 4.54(1), 找 出 BD 与 
B,C HAER PQ. 

É M A CC, 的 中 点 ,BM 与 BC % T+ P ,AC 


与 BD 交 于 0, 连 接 MO, M| MO L AC, , à P fE 


PQ //MO X OB F Q 
… ABCD-A,B,C,D, 是 正方 体 
BD1AC 
图 4.54(1) .由 AC JE AC, 在 平面 48CD 内 的 射影 一 
BDC 平 面 ABCD 
BD LAC, 
PQ // MO Fw 1BD 
MO // AC, 
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a A,D1 平 面 4C,D Bi,Cl 平 面 图 4C1D 
d 1 1 1 L 
由 AD1C,D > ` | i | 
B C//A,D AC, 平面 图 AC. D. 
AD, NC,D, =D, 
inii PQ L B,C. 所 以 PQ 是 BD 5 B,C HAER 
PQ //AC, P J ee 
PQ _ BP MO:PB y% 0 =, e w 
又 由 和 六 = BM” =P0 = 35 ,容易 证 AMPC 一 ABPB， 
PB L2 PB 2 
pm ~ cm ~ 1 AAM 3 
_ 3 e 
PQ= >a 3 = 


两 异 面 直线 BD 与 B,C MWERA Ba. 


解法 2( 等 体积 法 ) :如 图 4.54(2), 由 BD/ 
B,D,=BD /平面 D,B,C, 所 求 距离 就 是 三 棱锥 
B-D,BIC 的 高 h. 

' AC Lk BB D D BJ AC L EIL D B B , Bl 
CO 1 ¥ ihi D B B. 


1 
… 由 了 ac = Vegpip = 3 Sanse ` h = 


2 

l S apap 2 x x 22. 

本 o T E 4. 54(2) 
11 (za) 


h= Ga, BBB Ski Ër BD 与 B.C 间 的 距离 为 Wo 
解法 3( 射影 法 ) :如 图 5.7(3) , 先 找 出 BD 的 一 个 垂 面 ACC A. 
… 平 面 4CC4 L BD ,O 为 垂 足 ,BiC 在 该 平面 内 的 射影 是 CO, 
“点 0 到 直线 CO, 的 距离 OE 即 为 两 异 面 直线 BD 与 BC 间 的 距离 . 
Z 
00, . 0C, < 
U= YS 有 
i 2.) 


a? + (Fe 


所 以 两 异 面 直线 BD 与 B,C 间 的 距离 为 号 


图 4.54(3) 
解法 4( 极 值 法 ) :如 图 4.54(4) , 设 已 是 BC 上 任意 一 点 ,过 已 作 PG L BC + 


G, Xit G F GH LBD F H, PH, 则 PG GH, Yi: BG =x, BI GH= 2, pG = 


2 
GC -a -135PH = VPO FGR = |(a =x)? + (2) = 3 —2ax + a 
3 2 y. 1 
= (> 了 3w 
; 3 ` B 
c PH| -号 a, 即 两 异 面 直线 BD tj BC 间 的 距离 为 Sa 


例 5 如 图 4.55, 二 面 角 P-IQ 是 直 二 面 角 ,4,B 在 1 上 ,AEC 平 面 Q,BFC 平 
面 P, LEAB =a, Z FBA =B,AB =a. 求 两 异 面 直线 4 与 BF 间 的 距离 . 
解 :过 4 在 平面 已 内 作 ! 的 垂 线 4C 交 BF 
于 C, 则 由 二 面 角 P-I-Q 是 直 二 面 角 得 AC 1 E 
面 Q. EFH Q Pè B 4E BH //AE , $4 AD L 
2 万, 垂 足 为 也 ,连接 CD, MH ZERE CD 
L BH. 
AE//BH 
.由 BHC 平 面 FBH \>AE / F ti FBH 
AEg 平面 FBH 
… 点 A 到 平面 FBH 的 距离 h( 即 点 4 到 平面 BCD 的 距离 ) 就 是 两 异 面 直线 AE 
与 BF 间 的 距离 . 因此 要 求 两 异 面 直线 4 与 BF 间 的 距离 ,只 需求 三 棱锥 4 -BCD 
的 高 即 可 . 
在 RtAABC rB ,AC =a tan 8 
“* Z ABD =180° - &œ,AD =a sin Z ABD =a sin( 180° —a) =a sin a 


图 4. 55 


sz annain 


= VAD? +4C =a {sina + tan’B 


La 1 
“由 Vasc = cago ™ z Š ABCD -h =z S aao <- AC> 


+` CD- BD- h= + x -AD > BD - ACƏCD + h=AC - AD> 
b= a tan 8 ° a sin e _ a a 
av sin Qa + tan -8 el "A + cota + cot B 


tan Tu sin’a 


… 两 异 面 直线 4E 与 BF 间 的 距离 为 


Preatoni 

评述 :此 结果 可 以 作为 公式 来 加 以 应 用 ， D, c, 
以 解决 两 条 异 面 直线 各 在 相互 垂直 的 平面 上 
时 , 求 两 异 面 直线 间 的 距离 问题 

如 例 4 中 的 问题 :4BCD-4,B,C,D, ERR 
为 a 的 正方 体 . 求 两 异 面 直线 BD 与 BC 间 的 
距离 . 

分 析 : 如 图 4. 56,BDC 平 面 48CD,B,CC 
平面 8B,C,C ,平面 4B8CD 上 平面 BB CC 交 于 
BC, 又 有 a=B=45°,BC =a. 由 以 上 结论 得 两 
异 面 直线 BD 与 BC 间 的 距离 : 图 4.56 

a a. 


E yi + cot245 ° + cot245 ° 3 


46 空间 向 量 在 立体 几何 中 的 具体 应 用 


立体 几何 的 计算 和 证 明 常 常 涉及 两 大 问题 :一 是 位 置 关系 , 它 主 要 包括 线 线 垂 
直线 面 垂 直线 线 平 行 线 面 平行 ;二 是 度量 问题 , 它 主 要 包括 点 到 线 ,点 到 面 的 距 
离线 线 线 面 所 成 角 、 面 面 所 成 角 等 . 空间 向 量 的 引入 为 求 立体 几何 的 空间 角 和 距 
离 问题 ,证明 线 面 平行 与 垂直 ,以 及 解决 立体 几何 的 探索 性 问题 提供 了 简便 、 快 速 
的 解法 . 因此 ,应 加 强 运用 向 量 方法 解决 几何 问题 的 意识 ,提高 使 用 向 量 的 熟练 程 
度 和 自觉 性 ,注意 培养 向 量 的 代数 运算 和 推理 能 力 ,掌握 向 量 的 基本 知识 和 技能 ， 
充分 利用 向 量 知识 解决 图 形 中 平行 与 垂直 ,. 角 和 上 距离 等 问题 


= @T= sr = 


4.6.1 利用 向 量 判定 直线 与 平面 平行 的 方法 
方法 1: 如 图 4.57(1) ,Za,a 是 直线 上 上 的 一 个 方向 向 量 ,5 ,5 是 平面 a 内 不 
共 线 的 两 个 向 量 , 当 存在 实数 和 A A. 使 得 a =A, b +A, 5 时 , 则 直线 1 平面 w 


T 


一 


a 
=== = 
a l 


— 
图 4.57(1) 图 4.57(2) 

方法 2: 如 图 4.57(2) ,194.a,a 是 直线 1 上 的 一 个 方向 向 量 ,n 是 平面 a 的 一 个 

法 向 量 , 则 当 a Ly 时 ,直线 LV 平面 o. 

例 1 (2004 年 高 考 湖南 理科 卷 ) 如 图 4. 58 ,在 
底面 是 葵 形 的 四 棱锥 P-ABCD 中 ,人 4BC =60° , PA = 
4C=a,PB=PD=v2a, 点 已 在 PD 上 ,上 且 PE:ED=2 
: 1. 在 棱 PC 上 是 否 存 在 一 点 ,使 BFV 平面 AEC? 
证 明 你 的 结论 . 

解 :以 4 为 坐标 原点 ,直线 AD , AP 分 别 为 y 轴 
和 z 轴 . 过 4 点 垂直 于 平面 PAD WARN x Hh, E 
立 空间 直角 坐标 系 , 如 图 4. 58, 则 有 4(0,0,0)， 

1 


a,0) ,D(0,a,0) ,P(0,0,a) ,8(0,30,30). 


5 了 (0.3 可 ,4C = [2474.0]. =(0,0,a) ,PC 三 (Sata, -中 ， 


方法 1: 设 点 下 是 楼 PC 上 的 点 ,PF =A Pe- [A a, -只 ] ,其 中 0<A <1, 


MBF =BP + PF =| - a 了 ea [SA Ta, -aa = k -D ,ea(A +1), 


a(l -A) „SBF = A, AC + A, AÈ í$: 
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sg aeuum 


3 3 z = 31 
De -1) Gaa, ARPS 和 
4 
1 1 2 1+A =A, +—ÀA 3 
ED = t3 ah 
1 

_ 1 -A = m: 

a(l -A) =a), 3 À = 


即 当 A = 六 时 ,本 = -JAG + SAÈ, AWA ABEP AEC 内 不 共 线 的 两 个 向 


E, BF EPH AEC, HEVA F A PC 中 点 时 ,BF 平面 . 

HE2: F ER PC 上 的 点 , 则 BF = BP + PË, 同方 法 1 得 : BF = 
(Faa -D alà +1), =a) JAC = (Ba, La,0), AÈ = (0, $a, 4a), it 
n=(x,y,z) HFM AEC 的 一 个 法 向 量 , 则 : 


ji mto [Pergo L. E g 
_ o > > 之 3 =n =( - yy, -2y) 
AE [li:AB=0 ]2 1 

3 ay + yaz =0 z= -2y 


令 y=3, 则 7=(-Vv3,3, -6) 

不 妨 假设 B15, 则 : 

BË .有 =0=2o(A -1) . ( — 3) +a +1) :3+a(l-)À) :( -6)=0 
6A -3=0=4 => 

~ À = Bf, BJ F RA PC 中 点 时 ,有 上 元 ,又 因为 BF& 平 面 4BC, 所 以 当天 


点 为 PC 中 点 时 ,BF// 平 面 4EC. 
评注 :解答 存在 型 问题 时 ,通常 先 假定 存在 ,然后 由 条 件 进行 求解 或 推论 , 若 得 
出 合理 的 答案 就 说 明 存 在 , 若 得 不 出 合理 的 结论 就 说 明 不 存在 . 
4.6.2 利用 向 量 判定 直线 与 平面 垂直 的 方法 


车 a 是 直线 1 上 的 一 个 方向 向 量 ,5 与 < 是 平面 a 内 不 共 线 的 两 个 向 量 , 则 当 
a+ 5=0 Ra c =0 if, HR 11 EM a. 
例 2 (2000 年 全 国 高 考题 ) 如 图 4. 59 ,一 直 平 行 六 面体 4B8CD-4, B, C, D, 的 底 


面 ABCD 是 菱形 ,有利 LC1CB = ¿Z C, CD = ¿ BCD =60。， EL hyg, fett 
1 
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4,CL 平 面 C,BD? 请 给 出 证 明 . 


wa rD ee = Sad 
GG x 


a,AD =6,D =c, WA, C =a + Ë + c , 40E 4. 59. 
不 妨 假设 A C LÆ C1.8D, 则 41C L BD, 
4CLCID. 所 以 有 4C - BD =0,41C :CiD =0. 
— 一 全 一人， 一 全 — — 
因为 BD = BC -DC=T-z,CD=CC-CD= 


a-c 
a (5-c)=0 iay b-a:c-c 00 
(a+D+c).(a-c)=0 a +a:b-b.c-c=0... @ 

© - 8 

Ee EE E 2 $ 2 

d -P -5. +a é =0ə[) -4-2 2 + cos 60° +— * 2 + cos 60° =0— 
% ,Z QS=Ú=s=l,o= =S (shy 
x x 3 


> CD 
CD -1 时 ,能 使 4 CLEM. 
CC, 


4.6.3 利用 向 量 求 异 面 直线 夹 角 的 方法 

要 求 异 面 直 线 1, 与 4 的 夹 角 ,可 在 异 面 直线 L l, 上 分 别 选 定 两 个 非 零 向 量 
SPLE Es =0.Ji| cos a s : 7 

D 9 为 锐角 时 ,4 5 1, KRAH 0. 

DM o 为 钝 角 时 ,1 5 1, B03648 29 a-e. 

例 3 如 图 4. 60, 在 楼 长 为 2 的 正方 体 
ABCD-A,B,C,D, 中 ,0 是 底面 ABCD 的 中 心 ,E,F 
分 别 为 CC ,4D 的 中 点 ,那么 异 面 直线 OE 和 FD， 
所 成 角 的 余弦 值 等 于 ( 。“). 


a, 10 B.S 
5 5 
4 2 
c. + p. wik 


分 析 : 如 图 4. 60 ,建立 空间 直角 坐标 系 , D-xyz, 则 有 D(0,0,0),F(1,0,0), 
0O0(1,1,0),E(0,2,1),D (0,0,2),FD =( -1,0,2),0E=( -1,1,1),FD, - OE = 
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3,|FD | =/5, | OE | =./5. 
FD, OÉ _ Vs 
[IED |. OB 5 ° 


==. == ss 
<z. cos < FD., OE > = 


OE 和 FD, 所 成 角 的 余弦 值 为 


4.6.4 用 向 量 求 直 线 与 平面 所 成 角 的 方法 

设 志 是 平面 oa 的 一 个 法 向 量 ,5 是 直线 ! 上 的 一 个 方向 向 量 ( 一般 地 ,选取 的 
与 4 都 指向 平面 的 同 侧 ,如 图 4. 61(1) , 则 直线 1 与 平面 a 所 成 角 0 等 于 两 向 量 刀 与 
a 的 夹 角 的 余 角 , 即 : 


0 =T p= m arcos iiL 

2 Inl- lal 
sas aL 
Inl- lal 


例 4 (2004 FARREN) 三 棱锥 P-ABC 中 ,侧面 PAC 与 底面 ABC ER, 
P4=PB=PC=3, 如 图 4.61(2). 
(1) 求 证 :4B LBC. 
(2) 设 4B =BC =2 3, 求 AC 与 平面 PBC 所 成 角 的 大 小 . 
= U] 


6 p 


图 4.61(1) 图 4.61(2) 

人 证 明 : 如 图 4.61(2) ,过 己 点 作 POL4C 于 0, 由 侧面 PAC LJEM ABC R. 
F ACPO 4 底面 4BC. 因为 PA = PB = PC, 连 接 0B, 则 04 = 0B = 0C. 所 以 0 点 是 
AABC 的 外 接 圆 的 圆心 ,4C 是 这 个 外 接 圆 的 直径 ,所 以 有 AB LBC. 

Df: AH AB =BC,0 为 4C 的 中 点 ,所 以 08 上 4C, 如 图 4.61(2) ,建立 空间 直 
角 坐 标 系 O-xyz. 由 AB 1 BC ,AB = BC=2V 一 4C=2v6,08=V6, 又 由 P4= PC=3 
=P0 =/3 ,所 以 有 :0(0,0,0) ,C(0,V6,0) ,B(V6,0,0) ,P(0,0,/3). 

i n =(x,y,z) 为 平面 PBC 的 一 个 法 向 量 ,直线 AC 与 平面 PBC 所 成 角 为 9, 则 


sin 0 = I “0C| 
Inl- loc] 


O SLi LE 


… PB = (46,0, - 3) ,PC = (0,/6, -/3) ,0C = (0,/6,0) 
- Hy + PB =0,7 + PC =0 4$: 


令 z=V2, 则 九 =(1,1,V2) 
q. OG=/6, |7] - 10C| =2 /6 
in 0 =- 广 , 从 而 0= 30°, 即 直线 AC 与 平面 PBC 所 成 角 为 30°. 


4.6.5 利用 向 量 求 点 到 平面 的 距离 的 方法 


设 点 已 是 平面 w 内 一 点 ,7 是 平面 a 的 一 个 法 向 量 ,如 图 4.62(1), 则 点 M 到 
平面 a 的 距离 : 

_ l4 + DB; | 
gi 

例 5 (2004 年 高 考 江 苏 卷 ) 如 图 4.62(2), 在 棱 长 为 4 的 正方 体 
ABCD-A B.C D ti, P Æt CC, 上 的 点 , 且 CC, =4CP, 求 点 已 到 平面 ABD. 的 
距离 . 

解 :如 图 4.62(2) ,建立 空间 直角 坐标 系 D-xyz. WMA D(0,0,0),D,(0,0,4)， 
A(4,0,0),B(4,4,0) ,P(0,4,1). EÑ = (x,y,z) HPH ABD, 的 一 个 法 向 量 , 则 点 
P 到 平面 4BD, 的 距离 d= 

n 
`. AB = (0,4,0) ,AD, = ( -4,0,4) 
TL1AB] pņ-AB=0 1 4y=0 y=0 __ 
an ay 2.20 =o L 46 +a =0 -| -, Be 

令 x=1, 则 = (1,0,1) 

X: PA=(4,-4,-1) 

=n: PÀ=3,d =-= 2 2, Bs P BIEI ABD, 的 距离 为 2 

评注 :“ 线 面 距离 ”"“ 面 面 距 离 ” 都 要 转化 为 “点 面 距 离 ”来 计算 . 
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图 4.62(1) 图 4.62(2) 


4.6.6 利用 向 量 求 异 面 直线 间 的 距离 的 方法 
如 图 4.63(1) ,7 是 异 面 直 线 1, 与 4, KAER MN 上 的 一 个 方向 向 量 ,E el1， 
Fel,Neli,l /l,l NL, =M. 5 L 确定 的 平面 为 a, 则 4 与 1, 间 的 距离 d 等 于 
点 上 到 平面 a 的 距离 , 即 4= TTE, 
7) 


图 4.63(1) 图 4.63(2) 
例 6 如 图 4.63(2) ,在 楼 长 为 1 的 正方 体 48CD-4,B CD 中 , 求 异 面 直线 BD 
与 B,C 的 距离 . 


解 :如 图 4.63(2) ,建立 空间 直角 坐标 系 D-xyz. MA D(0,0,0),C(0,1,0), 
B(1,1,0),B,(1,1,1). DB =(1,1,0) ,CB? =(1,0,1),DB = (1,1,1). i7 JRH 
直线 BD 与 BIC 的 公 重 线 上 的 一 个 方向 向 量 , 则 玫 .天 -=0, 帮 .5 =0 


=Zz = y = - x. 

FA m= (x,-x,-x),@ x=1,B) q = (1,-1,-1). 在 异 面 直线 BD Lj B,C 
他 .55 1 5 

|; B 3 
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上 分 别 选 定 两 个 点 了 与 已 , 则 BD 与 B.C 间 的 距离 :d= 


O A ¿54222 


4.6.7 利用 向 量 求 二 面 角 大 小 的 方法 
(1) 如 图 4.64(1), 若 CE14B 于 E,DF 1 4B 于 F, 则 二 面 角 C-4B-D 的 大 小 为 
<EC,FD > (或 <CÈ,DF > Y; 


即 为 arccos — Í 或 arccos ). 
IEĊ| + [FD P 
G 
D 
图 4.64(1) Basit 


(2) 如 图 4. 64(2) , 若 刀 ,7; 分 别 为 二 面 角 o-1-B 的 两 个 面 的 法 向 量 , 则 : 

DH ym 分 别 指向 二 面 角 的 内 、 外 侧 时 ,二 面 角 a-1-8 的 大 小 等 于 < 7,7 > 
的 大 小 . 

D q, 同时 指向 二 面 角 的 内 侧 或 外 侧 时 ,二 面 角 a-l- 的 大 小 等 于 
T- <M, m > 的 大 小 . 

评述 :在 判定 二 面 角 为 锐角 或 钝 角 时 ,可 利用 图 形 帮助 判断 . 

例 7 如 图 4. 65, EA A,B 分 别 为 直 二 面 角 
Qa-1-B 的 面 a,B 内 的 点 ,4B 与 a 成 45° 的 角 , 与 B 成 
30° 的 角 , 又 知 4C11 于 C,BD141 于 DD, 求 二 面 角 C- 
AB-D 的 大 小 . 

解 :如 图 4. 65 ,过 C,D 两 点 分 别 作 CE LAB 于 
E,DF 1 4B 于 F. 所 以 ,所 求 二 面 角 C-4B-D 的 大 小 等 

图 4.65 于 <CE,DF > 的 大 小 . 

… 二 面 角 a-1B6=90°,AC LL,BD 41, 所 以 LABC, Z BAD 分别 为 4B 与 B,a 所 

成 角 . 


… Z ABC = 30°, Z BAD =45°. 仿 AC =1, 则 AB =2,BD=AD=V2,CE TÚ, 


AE = 广 ,DF =1,BF =1 , JAT ICÈ . IDFI -8x1 -8 


' CË = CÀ +AÉ,DF = DB + BF 
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> > 一 > -> > > -> > — 一 -一 > 
CE. DF = (CÀ + AÈ) - (DB + BF) = CÀ - DB + AÈ - DB + 
CÀ - BF +AE .BF 
一 — 
-- CÀ 1 DB 


> > > > > > 1 一 > 一 人 
<. CA *: DB=0, 而 CA » BF = ICAI » IBF|cos Z CAE =1 x1 x cos 60° = AE “BF 


— = 1 j! > > > > 
= AF| . | BF | cos 180° = x1 x( -1) = -了 ,4 - DB=|1AE| . IDBl|cos 45° = 


1 2 l 
ER y = 
— 一 一 
C Far 
my A: 
又 cos < CE, DF > = E 一 š > -3 
ICE| - IDF| 
<CÈ, DÈ > = arccos 3, 即 所 求 二 面 角 C-4B-D 的 大 小 为 arccos Š 
例 8 如 图 4.66(1) ,正三 棱柱 ABC-A B.C, WARKA 2, D 为 CC, 
中 点 . 


(1) 求 证 :4B, 上 平面 4,BD; 
(2) 求 二 面 角 4-4,D-B 的 大 小 . 


B, 


图 4.66(1) 


图 4.66(2) 


(1) 证 明 : 如 图 4.66(2) , 取 BC 中 点 0, 连接 40. 
-~ AABC 为 正三 角形 
<. AO1 BC 


… 在 正三 棱柱 ABC-A, B,C, 中 ,平面 4BC 1 Fii BCC, B, 交 于 BC 
<. AO L ETI BCC, B, , B,C, 中 点 01, 以 0 为 原点 ,0B,001,04 的 方向 为 x， 
y,z 轴 的 正方 向 建立 空间 直角 坐标 系 , 则 B(1,0,0),D( -1,1,0),A,(0,2,/3), 
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NENS @r r= 


A(0,0,/3),B (1,2,0) 

"AB. =(1,2, -V3) ‚BD = ( -2,1,0) ,BA =( -1,2,/B) 
一 一 ”一 一 一 一 > 一 一 

4 有 =-2+2+0=0,45) : BA, = -1+4-3=0 
-. AB, 1 BD AB; 1 BA, ~. AB, 4 平面 41BD 
(2) 设 平面 414D 的 法 向 量 为 n = (*,y,z). 
— 一 一 
AD=( -1,1, -v3),44, = (0,2,0) 


> — >o — 
` m LAD, n LAA, 
e mA Le 
= g: — = = 
n’ 44, =0 [2y=0 x= -3z 


邻 z=1 得 :7=( -V/3,0,1) AFH AAD 的 一 个 法 向 量 
由 (1) 知 4B, 上 平面 4,BD 
… AB, HPH A, BD 的 法 向 量 


7: AB 
= ee n . 1 了 
z. cos <7,AB! > = 本 B-B e 


Izl- J48] 2x242 


… 二 面 角 A-A, D-B 的 大 小 为 arccos a 


4.6.8 利用 向 量 解决 立体 几何 中 的 开放 性 和 探索 性 问题 


立体 几何 中 的 开放 性 和 探索 性 问题 涉及 面 广 ,思维 含量 大 ,是 生命 力 很 旺盛 的 
一 种 题 型 , 它 要 求学 生 要 能 够 根据 自己 所 学 的 知识 对 题目 的 条 件 或 结论 作出 合理 
的 推断 ,因此 这 种 问题 是 高 考 中 的 难点 问题 ,但 车 我 们 能 够 借助 向 量 这 个 有 力 武 
器 ,此 问题 就 能 够 有 效 地 得 到 解决 

以 下 就 结合 具体 事例 说 明 向 量 法 确实 是 解决 立体 几何 中 存在 性 问题 的 有 效 方法 . 

例 9 (2008 年 成 都 市 高 中 毕业 诊断 ) 如 图 4.67(1) ,在 各 校长 均 为 2 的 三 校 
柱 ABC-A B.C, 中 ,侧面 44CC, 工 底面 ABC, Z A,AC =60°. 

(1) 求 侧 棱 44 与 平面 AB, C 所 成 角 的 大 小 . 

(2) 已 知 点 D 满足 BD = BÀ + BÈ, EHR AA, 上 是 否 存在 点 已 ,使 DPV 平 面 
AB,C? 若 存 在 ,请 确定 点 P 的 位 置 ; 若 不 存在 ,请 说 明理 由 . 

(1) 分 析 :… 侧面 4,4CC, 1 底面 4BC 交 于 4C, 作 41,014C 于 0 点 , 则 4101 
平面 ABC 

又 … 各 楼 长 均 为 2, ZA AC =60°=0 为 4C 中 点 ,B80 1 4C, 如 图 4.67(2) ,建立 
空间 直角 坐标 系 O-xyz. 
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图 4.67(1) 


图 4.67(2) 


AO =-1,A0 = BO = ñ, W A(0, -—1,0),B(/B,0,0),C(0,1,0), 
A, (0,0,/3) „AA; = (0,1,/3). 

设 B (xo, Yo» zo), MI BB; = (xo - 43, Yos zo), HAA, = BB, => (0,1,3) = 
(žo -43 ‚Yo s20) >B, (43,1 4/3) 

<. AB, = (43,2, /3),AĠ = (0,2,0) , 设 平面 4B,C 的 一 个 法 向 量 为 了 = 
(x,y,z), M: 

oe iol. y=0 

ga >| 

m ` AC =0 +2y +0 =0 


z= —x 


令 x=1, 则 ?7=(1,0, -1), 设 侧 棱 44, 与 平面 AB,C 所 成 角 的 大 小 为 9, 则 


was 
š 144， enl J6 
sin 0 = = 
144，| | 了 | 
-. 0 = arcsin É 


(2) 解 :… BD =BA +BC,BA=( - 3, -1,0) ,BÈ = ( -5,1 ,0) ,BD = ( -2 5,0,0) 

又 …B(V3,0,0) 

c D( -V3,0,0) ,假设 在 直线 A, 上 存在 点 P, 使 DPV 平 面 4B1C, 则 DP = 
DA+AP, 又 设 4B =à AAF. (àa e R)=ƏDP=- DA +A AA = (- B, -1,0) +A 
(0,1,3) =( -3,A-1VSA) ‚i DP // Fi AB,C=DBP 17 

m= (1,0,-1) 

-. DÈ - ñ =05/3 - BÀ =0,=A=1 

又 … DP Z FH AB, C 

… 存在 点 乙 , 使 DPV 平 面 48,C( 点 已 与 点 4 EA). 

评述 :解答 存在 型 问题 时 ,通常 先 假定 存在 ,然后 由 条 件 进行 求解 或 推论 , 若 得 
出 合理 的 结论 就 说 明 存 在 ; 若 得 不 出 合理 的 结论 就 说 明 不 存在 . 
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评析 : 例 9(2) 中 的 点 P 的 坐标 车 设 为 (0,m,t)(t>0) 也 可 以 求解 ,但 这 样 就 出 
现 了 两 个 参数 ,解答 起 来 就 比较 复杂 ;而 以 上 解答 中 令 馈 =A A4i (AER 就 只 有 一 
个 参数 ,这样 不 设 出 已 点 的 坐标 的 解法 显然 要 简洁 得 多 ,以 下 各 例 均 可 以 用 这 种 方 

例 10 (2006 年 江西 卷 ) 如 图 4.68(1) ,在 三 棱锥 4 -BCD 中 ,侧面 48D , ACD 
是 全 等 的 直角 三 角形 ,4D 是 公共 的 斜 边 , 且 4D = /3,BD = CD = 1 , 另 一 个 侧面 是 正 
三 角形 . 

(1) 求 证 :4D 1 BC. 

(2) 求 二 面 角 B-AC-D 的 大 小 . 

(3) 在 直线 AC 上 是 否 存在 一 点 五 ,使 ED 与 面 BCD 成 30° 角 ? 若 存 在 ,确定 E 
的 位 置 ; 若 不 存在 ,说 明理 由 . 


z 


A 


图 4.68(1) 图 4.68(2) 

分 析 :(1) (2)( 略 ). 

(3) 如 图 4.68(2). 作 401 平 面 BCD 于 0, 连 C0,B0. 

<. CO , BO 分 别 是 AC,AB 在 平面 BCD 内 的 射影 

<. H AB L BD—BD 1 BO ,H AC 1 CD>CD 1 CO 

又 …4D=w,BD=CD=1 

~. AB = 2 ,由 题 意 知 A4BC 是 正三 角形 

~. BC =AC =AB =./2 

<. BD LDC 

又 … BD = DC, 则 BOCD 是 正方 形 , 所 以 分 别 以 CO, OB , OA 所 在 直线 为 x 轴 、y 
轴 z 轴 建立 空间 直角 坐标 系 O-xyz, 则 B(0,1,0),C(1,0,0),D(1,1,0)， 
A(0,0,1) ,DC =(0, -1,0) ,C4 = ( -1,0,1) ,假设 在 直线 AC 上 是 否 存在 一 点 E， 
使 ED 与 面 BCD 成 30° 角 , 则 CE 与 C4 共 线 , 令 CE =A CACA eR), DÈ = DC + CË = 
DC4ACA=(0, -1,0) +À( —1,0,.1) = (—ÀA, -1,A) 

X- OÅ =(0,0,1) 工 平面 BCD 
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… 04 是 平面 BCD 的 一 个 法 向 量 


== =s 
0 DE OAI IAI 
IDEI < 1021 v^ +2? 
sns n m E E m 
vi 2 a j 


… 在 直线 AC 上 存在 点 已 , 且 CE =1 时 ,ED 与 面 BCD 成 30° 角 . 

例 11 (2009 浙江 卷 理 ) 如 图 4. 69(1) ,平面 PAC L Fm ABC, AABC 是 以 AC 为 
斜 边 的 等 腰 直 角 三 角形 ,E,F,0 分 别 为 PA,PB,PC 的 中 点 ,4C =16 ,PA = PC =10. 

(1) 设 6 是 0C 的 中 点 ,证 明 :FCA 平面 BOE; 

(2) 证 明 : 在 A4B0O 内 存在 一 点 内 ,使 FM 平面 BOE ,并 求 点 M 到 04,0B 的 
距离 . 


P 


图 4.69(1) 图 4.69(2) 

证 明 :(1)( 略 ). 

(2)… 平 面 PAC LEH ABC 交 于 4C,A4BC 是 以 4C 为 斜 边 的 等 腰 直 角 三 角 
形 , 连 接 OP,0B, 则 PO 1 平面 48C,BOL4C 

… 以 0 为 坐标 原点 ,分别 以 08,0C,OP 所 在 直线 为 x 轴 \ 轴 z 轴 ,建立 空间 
直角 坐标 系 0-xyz, 如 图 4.69(2), 则 4(0, -8,0),B(8,0,0),C(0,8,0)， 
E(0, -4,3),F(4,0,3) 

~. (OB = (8,0,0), OÉ = (0, -4,3), 设 平面 BOE 的 一 个 法 向 量 为 = 
(x,y,z) , 则 : 


= T % = 0 
n ` OB=8x+0+0=0 

-> = 4 
m OE =0 -4y +3z =0 5 32 


令 y=3, 则 n= (0,3,4). 
x — 
WAM 的 坐标 为 (xo ,Yo ,0) , 则 FM = (xo 一 4,yo， -3) 


Sd DE 


' FM 平面 BOE 
“FRB//n 
“xa =4,96 = -于 , 即 点 的 坐标 为 (4, 二 ,0] ,在 平面 直角 坐标 系 x0y 中 ， 


x>0 


AA0B 的 内 部 区 二 不等式 组 |; <0 
x-y<0B=8 
经 检验 ,点 M 的 坐标 满足 上 述 不 等 式 组 ,所 以 在 A480 内 存在 一 点 M, tE 


FM 上 平面 B80E, 由 点 M 的 坐标 得 点 M 到 OA,OB 的 距离 分 别 为 4, 生 


例 12 (2008 年 福建 卷 理科 ) 如 图 4. 70(1) ,在 四 棱锥 P-ABCD 中 , 则 面 P4D L 
JH ABCD , 侧 棱 PA = PD = /2 ,底面 ABCD 为 直角 梯形 ,其 中 BC // AD, AB LAD, 
AD =24B =2BC =2,0 为 4D 中 点 . 

(1) 求 证 :PO 平面 ABCD. 

(2) 求 异 面 直线 PD 与 CD 所 成 角 的 大 小 . 


(DREAD 上 是 否 存在 点 0, 使 得 它 到 平面 PCD KERAS? 若 存 在 , 求 出 
0 的 值 ; 若 不 存在 ,请 说 明理 由 ， 


图 4.70(1) 图 4.70(2) 
分 析 :(1) ,(2) 略 . 


(3) 假 设 在 线段 AD 上 存在 点 0, 使 得 它 到 平面 PCD 的 距离 为 次 ,由 侧面 


PAD 1 JXK ABCD {Wt PA = PD = /2ABCD ,底面 4BCD 为 直角 梯形 ,其 中 BC//4D， 
AB14D,AD=24B =2BC =2,0 为 AD 中 点 之 四 边 形 ABCD 为 正方 形 ,由 (1) 知 : 
PO 平面 ABCD. 

… 以 0 为 坐标 原点 ,直线 0C,0D,0P SAA x hy 轴 ,z 轴 ,建立 空间 直角 坐 
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标 系 O - xyz. 如 图 4.70(2) , 则 4(0, -1,0),B(1, -1,0),C(1,0,0),D(0,1,0), 
P(0,0,1). CP( -1,0,1) ,CD( -1,1,0). 
设 平面 PCD 的 一 个 法 向 量 为 了 = (x,y,z) , 则 : 
7 C= =x40 z 0 y=x 
a sana | 
设 0(0,y,0)( -1<y<1),Cġ=( -1 


, 令 x=1, 则 7=(1,1,1). 


了 二 % 


CQ .ai _- 3 _I-I1+yl _ 3 Teana 
由 | ET Ea .| 7? 7 或 y= (RE) 
.0(0, 一 二 ,0), 此 时 1401 = 二 ,10D1 = 三 ,所 以 存在 点 Q 满足 题 意 ,此 
AQ_1 
时 0 方 = 了 


由 以 上 例子 说 明 ,向 量 法 确实 是 解决 立体 几何 中 开放 性 和 探索 性 问题 的 有 效 
方法 ,所 以 在 解答 立体 几何 中 存在 型 问题 时 可 以 优先 考虑 用 这 种 方法 . 


习题 4 


1. 某 几何 体 的 一 条 棱 长 为 V7 ,在 该 几何 体 的 正视 图 中 ,这 条 棱 的 投影 是 长 为 V6 
的 线段 ,在 该 几何 体 的 侧 视图 与 俯视 图 中 ,这 条 棱 的 投影 分 别 是 长 为 ac 和 的 线 
B, > a +b 的 最 大 值 . 
2. 设 下 图 是 某 几 何 体 的 三 视图 , 求 该 几何 体 的 体积 . 
3. 某 几 何 体 的 三 视图 如 图 所 示 , 则 该 几何 体 的 体积 等 于 多 少 ? 


1E ( = ) 视图 侧 (Z) 视图 
5 


2 
俯视 图 
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4. 一 个 几何 体 的 三 视图 如 图 所 示 ( 单 位 :m) , 则 该 几何 体 的 体积 为 多 少 立 
方 米 ? 


正视 图 侧 视图 
侧 视图 


全 视图 俯视 图 


题 4.4 题 4.5 

5. 一 个 几何 体 的 三 视图 如 图 所 示 (单位:m), 则 该 几何 体 的 体积 为 多 少 立 
方 米 ? 

6. 一 个 几何 体 的 三 视图 如 图 所 示 ( 单 位 :m) , 则 该 几何 体 的 表面 积 为 多 少 平 
方 米 ? 

T: E 视图 如 图 所 示 ( 单 位 :m) , 则 该 几何 体 的 表面 积 \ 体 积 各 为 


2 
N Bi 
正视 图 侧 视图 正视 图 
俯视 图 俯视 图 
题 4.6 题 4.7 


8. 填空 题 
(1) 等 边 三 角形 ABC 与 正方 形 4BDE 有 一 公共 边 4B, 二 面 角 C-4B-D 的 余弦 
(MÈ, M, N 分 别 是 AC, BC 的 中 点 , MJ EM, AN 所 成 角 的 余弦 值 等 


于 
(2) 在 三 棱锥 0-4BC 中 ,三 条 棱 OA, OB ,0C 两 两 互相 垂直 , H. OA = 0B = 0C， 
180 


sz anlai 


M Jè AB 边 的 中 点 , 则 ON 与 平面 4BC 所 成 的 角 的 大 小 是 (WRA 
函数 表示 ). 

(3) 正 三 棱锥 S-ABC 的 侧 棱 与 底面 边 长 相等 ,如 果 E, F aA SC, AB 的 中 
点 ,那么 异 面 直 线 EF 与 SA 所 成 的 角 等 于 : 

(4) 一 个 六 棱柱 的 底面 是 正六 边 形 ,其 侧 棱 垂 直 底 面 : 已 知 该 六 棱柱 的 项 点 都 


在 同一 个 球面 上 , 且 该 六 楼 柱 的 体积 为 记 , 底面 周 长 为 3, 那 么 这 个 球 的 体积 
3 


(5) 已 知 正四 楼 杜 的 对 角 线 的 长 为 /6, EAR SIRTAR KENS, 
则 该 正四 棱柱 的 体积 等 于 
9. 如 图 ,在 RtA40B 中 , ZOAB = S RhA AB =4. Rt AAOC 可 以 通过 RtA40B 


以 直线 40 为 轴 旋 转 得 到 , 且 二 面 角 B-A0-C 的 直 二 面 角 , 忆 是 48 的 中 点 . 
(1) 求 证 :平面 COD 平面 AOB. 
(2) 求 异 面 直线 40 与 CD 所 成 角 的 大 小 . 
(3) 求 点 B 到 平面 COD 的 距离 . 
(4) 求 二 面 角 B-OD-C 的 大 小 . 


F 


题 4.8(3) 题 4.9 
10. 四 棱锥 A-BCDE 中 ,底面 BCDE 为 矩形 ,侧面 ABC 上 底面 BCDE, BC =2, 
CD =v2,4B = AC. 
(1) 证 明 :4D1 CE. 
(2) 设 侧面 ABC 为 等 边 三 角形 , 求 二 面 角 C-AD-E 的 大 小 . 
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题 4. 10 题 4. 11 
11. 如 图 ,在 三 棱锥 V-ABC 中 ,VC L 底面 ABC,AC 1 BC, D 是 AB 的 中 点 , 且 


AC=BC=a,ZVDC=0[0 <0 < 2 ). 


(1) 求 证 :平面 VAB L m VCD. 
(2 ) 试 确定 角 0 的 值 ,使 得 直线 BC 与 平面 VAB 所 成 的 角 XE 


12. Wn, ZE JE H J: 2 JÉ BJ B bš d: P-ABCD 中 , L4BC = 60°, PA = AC = 1, 
PB=PD=/2, 5 EPD E,B PE: ED=2:1, 点 为 PC 中 点 ,4C 与 BD 交 于 
0 点 . 

(1) 证 明 :PA 二 平面 4BCD. 

(2) 证 明 :BF/ 平 面 AEC. 

(3) 求 点 DD 到 平面 ABC 的 距离 . 

(4) 求 直线 PC 和 平面 4EC 所 成 角 ç 的 大 小 . 

(5) 求 以 AC 为 棱 ,45C 与 DAC 为 面 的 二 面 角 0 的 大 小 . 


题 4. 12 题 4.13 
13. 如 图 , 正四 棱柱 ABCD-A,B,C,D, 中 , AA, = 2AB =4, Ñ E %#Æ CC, 上 
CE=3EC. 
(1) 证 明 :4,CL 上 平面 BED. 
(2) 求 二 面 角 4,-DE-B 的 大 小 . 
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14. 如 图 ,在 三 棱锥 P-ABC 中 ,4C = BC =2, ¿ACB = 90°, AP = BP = AB, 
PC1AC. 

(1) 求 证 :PC LAB. 

(2) 求 二 面 角 B-4P-C 的 大 小 . 

(3) 求 点 C 到 平面 4PB 的 距离 . 


E 
C B ra 
Eñ 4.14 Eñ 4.15 

15. 如 图 ,平面 ABEF 上 平面 ABCD, 四边 形 4BEF 与 ABCD 都 是 直角 梯形 ， 
¿Z BAD = Z FAB =90° ,BCL3AD,BEL3AF. 

(1) 证 明 :C,D,F,E 四 点 共 面 . 

(2) 设 4B=BC=BE, 求 二 面 角 4-ED-B 的 大 小 . 

16. 如 图 ,在 四 棱锥 P-ABCD 中 ,底面 ABCD 是 矩形 ,已 知 AB =3,4D =2,P4 = 
2,PD =2 V2, /PAB =60°. 

(1) 证 明 AD i 平面 PAB. 

(2) 求 异 面 直线 PC 与 AD 所 成 的 角 的 大 小 . 

(3) 求 二 面 角 P-BD-4 的 大 小 . 


P 0 
D 
B 
C B N ñ 


题 4. 16 题 4. 17 
17. 如 图 ,在 四 棱锥 O-ABCD 中 ,底面 ABCD 四 边 长 为 1 WÉ, Z ABC = 


OA L XT ABCD, 0A =2 ,M 为 OA 的 中 点 ,N 为 BC 的 中 点 . 
(1) 证 明 :直线 MN // 平面 0CD. 
(2) 求 异 面 直线 AB 与 MD 所 成 角 的 大 小 . 
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(3) 求 点 B 到 平面 0CD 的 距离 . 

18. 如 图 ,已 知 四 棱锥 P-4BCD ,底面 ABCD W2 JÉ ,PA 4 平面 ABCD , Z ABC = 
60°,E,F 分 别 是 BC ,PC 的 中 点 . 

(1) 证 明 :AE LPD. 


(2) HX PD 上 的 动 点 ,EA 与 平面 PAD 所 成 最 大 角 的 正切 值 为 6 RZ 
fg E-AF-C 的 余弦 值 . 


P 


REH 4.18 ER 4. 19 

19. 如 图 ,wL 上 8B,an8=l!,4sa,BesB, 点 4 在 直线 ! 上 的 射影 为 4, ,点 号 在 /上 
的 射影 为 Bi. 已 知 4B=2,44, =1,BB =V2. 

(1) 求 直线 AB 分 别 与 平面 a,B 所 成 角 的 大 小 . 

(2) 求 二 面 角 41-4B-B, 的 大 小 . 

20. 已 知 ABCD-A, B,C D ÆRKA a 的 正方 体 ,用 向 量 法 求 两 异 面 直线 AD 与 
BD, 间 的 距离 . 

21. CXI ABCD-A, B,C D ERKA a 的 正方 体 ,用 向 量 法 求 两 异 面 直线 BD 与 
BC 间 的 距离 . 

22. (2012 HAZ I) 如 图 ,四 棱锥 5-4BCD 中 ,4B/ CD,BC 1 CD, 侧 面 
SAB 为 等 边 三 角形 ,4B = BC =2,CD =SD =1. 

(1) 证 明 :SD1 平 面 SAB. 

(2) 求 AB 与 平面 SBC 所 成 角 的 大 小 . 


S 
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第 5 全 简单 的 球面 几何 


球面 几何 是 几何 学 的 一 门 分 科 , 它 是 研究 球面 上 图 形 的 一 门 几何 学 . 是 古代 从 
研究 天 体 在 天 球 上 的 “ 视 运 动 ” 发 展 起 来 的 ,其 中 专门 研究 球面 上 三 角形 的 性 质 的 
称 为 “球面 三 角 ”. 同时 ,球面 几何 学 是 在 二 维 的 球面 表面 上 的 几何 学 ,也 是 非 欧 几 
何 的 一 个 例子 . 

在 平面 几何 中 ,基本 的 观念 是 点 和 线 . 在 球面 上 ,点 的 观念 和 定义 依旧 不 变 ,但 
“ 线 " 不 再 是 “直线 ” ,而 是 两 点 之 间 最 短 的 距离 , 称 为 最 短线 . 在 球面 上 ,最 短线 是 
大 圆 的 劣 弧 ,所 以 平面 几何 中 的 线 在 球面 几何 中 被 大 圆 所 取代 . 同样 ,在 球面 几何 
中 的 角 被 定义 在 两 个 大 圆 之 间 . 结果 是 球面 三 角 和 平面 三 角 有 诸多 不 同 之 处 . 例 
如 ,球面 三 角形 的 内 角 和 大 于 180°. 

对 比 通过 一 个 点 至 少 有 两 条 平行 线 , 其 至 无 穷 多 条 平行 线 的 双 曲 面 几何 学 , 通 
过 特定 的 点 没有 平行 线 的 球面 几何 学 是 椭圆 几何 学 中 最 简单 的 模式 . 球面 几何 学 
在 航海 学 和 天 文学 都 有 实际 且 重 要 的 用 途 . 

球面 乃 是 空间 中 最 完美 匀称 的 曲面 . 两 个 半径 相等 的 球面 可 以 用 一 个 平移 把 
它们 又 合 起 来 ,而 两 个 半径 不 相等 的 球面 所 相差 者 就 是 放大 或 缩小 这 种 相似 变换 . 
由 此 可 见 , 本 质 性 的 球面 几何 可 以 归纳 到 单位 半径 的 球面 来 研讨 . 再 者 ,在 古典 天 
文学 的 研讨 中 ,观察 星星 的 方向 可 以 用 单位 球面 上 的 一 个 点 来 标记 它 ,而 两 个 方向 
之 间 的 角度 ( 即 方向 差 ) 则 相应 于 单位 球面 上 两 点 之 间 的 球面 距离 ( spherical 
distance). 这 也 就 是 为 什么 古 希腊 天 文学 和 几何 学 总 是 合 为 一 体 的 ,而 且 古 希腊 的 
几何 学 家 对 于 球面 三 角 学 (spherical trigonometry ) 的 投入 程度 要 远 远 超过 他 们 对 于 
平面 测量 学 的 兴趣 ,因为 “ 量 天 的 学 问 " 才 是 他 们 所 致力 去 理解 的 ; 它 的 确 比 丈量 
土地 、 计 量 财产 等 更 引人入胜 . 

从 现代 的 观点 来 看 ,球面 几何 乃 是 空间 几何 中 蕴含 在 正 交 子 群 的 部 分 ,而 向 量 
几何 则 是 空间 几何 中 蕴含 在 平移 子 群 的 部 分 ,而 且 两 者 又 密切 相关 、 相 辅 相 成 . 例 
如 向 量 运 算 都 是 正 交 协 变 的 (orthogonal covariant) ,所 以 向 量 代数 又 是 研讨 球面 几 
何 的 简明 有 力 的 利器 . 

本 章 只 研究 有 关 球 的 计算 问题 ,同时 对 球面 几何 的 相关 概念 和 球面 三 角形 只 
作 一 个 简单 的 介绍 . 
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5.1 球 


5.1.1 球 、 球 面 的 概念 

半圆 以 它 的 直径 为 旋转 轴 ,旋转 所 成 的 曲面 称 为 球面 . 曲面 所 围 成 的 几何 体 称 
为 球体 ,简称 球 . 半圆 的 圆心 称 为 球 心 . 连接 球 心 和 球面 上 任意 一 点 的 线段 称 为 球 
的 半径 . 连接 球面 上 两 点 并 且 经 过 球 心 的 线段 称 为 球 的 直径 . 

球面 也 可 以 看 成 与 定点 ( 球 心 ) 的 距离 等 于 定 长 的 (半径 ) 的 所 有 的 点 的 集合 . 


5.1.2 球 的 截面 及 相关 性 质 (如 图 5. 1) 

DERAS ER E E P 

@ 球 心 和 截面 圆心 的 连 线 垂直 于 截面 . 

@ 球 心 到 截面 的 距离 d 与 球 的 半径 R 及 截面 的 半径 r 有 下 面 的 关 
Ara JR? =d. 


5.1.3 球面 距离 

1) 大 圆 和 小 圆 

球面 被 经 过 球 心 的 平面 截 得 的 圆 称 为 大 圆 . 被 不 经 过 球 心 的 截面 截 得 的 圆 称 
为 小 圆 . 

2) 球 面 距 离 

球面 上 经 过 两 点 的 大 圆 在 这 两 点 间 的 一 段 劣 弧 的 长 度 称 为 两 点 的 球面 距离 


第 5 章 MAMELI 


3 ) 球 的 面积 ,体积 公式 
球 的 表面 积 公式 :S =4mR(R 为 球 的 半径 ) 
球 的 体积 公式 := nR (R 为 球 的 半径 ) 


4) 经 度 和 纬度 

当 我 们 把 地 球 看 成 一 个 球体 时 ,经线 就 是 球面 上 从 北极 到 南极 的 半 个 大 圆 . 赤 
道 是 一 个 大 圆 ,其 余 的 纬 线 都 是 小 圆 ( 如 图 5.2). 

某 点 的 经 度 是 :经 过 这 点 的 经 线 与 地 轴 确 定 的 半 平 面 与 本 初子 午 线 (0° 经 线 ) 
和 地 轴 确 定 的 半 平 面 所 成 的 二 面 角 的 度数 . 某 点 的 纬度 是 :经 过 这 点 的 球 半径 与 亦 
道 面 所 成 的 角 的 度数 , 即 经 度 是 二 面 角 ,纬度 是 线 面 角 ,如 图 5. 2. 
北极 北极 


-----------_ 


图 5.2(1) 图 5.2(2) 

图 5.2(1) :经 度 一 一 P 点 的 经 度 , 也 是 4B 或 人 40B 的 度数 . 

图 5.2(2) :纬度 一 P 点 的 纬度 ,也 是 PB 或 2 POB 的 度数 

国际 上 ,以 过 格林 尼 治 天 文 台 的 经 线 为 0° 经 线 (也 称 本 初子 午 线 ) ,向 东 称 为 
东经 ,向 西 称 为 西 经 . 地 球 表面 上 任意 一 点 由 经 度 和 纬度 唯一 确定 . 

5 ) 计 算 球 面 上 4,B 两 点 间 的 球面 距离 的 一 般 步 又 

QD 计算 线段 AB 的 长 . 

DHH A,B 对 应 球 心 0 的 张 角 人 40B (也 称 球 心 角 或 大 圆 的 圆心 角 ) 的 弧 
度数 . 

@ 计 算 大 圆 劣 弧 4B 的 长 :4B = ¿ AOB - R. 

6) 地 球 上 两 点 的 球面 距离 

地 球 上 两 点 的 球面 距离 ,主要 有 以 下 几 种 情况 : 

OD 纬度 不 同 ,经度 相 同时 ,此 时 两 点 在 已 知 的 同一 大 圆 上 . 当 纬 度 同 为 南 纬 或 
北纬 时 ,48 的 球 心 角 即 为 纬度 差 的 绝对 值 ; 当 纬度 分 别 为 南 纬 .北纬 时 , 则 AB 的 球 
心 角 即 为 纬度 数 和 | 
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@@ 纬 度 相同 ,东西 经 度 之 和 为 180° 时 ,两 点 也 在 
已 知 的 大 圆 ( 同一 经 度 圆 ) 上 ,由 纬度 值 可 得 AB 的 球 
心 角 为 180。- 2 倍 纬度 数 之 差 . 

四 纬度 相同 、 经 度 不 同 且 东西 经 度数 之 和 不 等 
于 180* 时 ,如 图 5. 3 ,首先 在 纬度 圈 ( 截面 圆 ) 中 求 出 
截面 圆 的 半径 ", 其 中 纬度 数 大 小 a 满足 cos a = 天 
(R 为 地 球 半 径 ) ,其 次 由 半径 r 和 两 点 的 经 度 差 求 
出 在 截面 圆 中 的 圆心 角 , 从 而 得 到 A,B 的 直线 距离 ， 
最 后 在 大 圆 中 解 人 40B, 由 弧 长 公式 得 到 48 的 长 . 

@ 经 度 不 同 ,纬度 不 同时 ,可 先 用 余弦 定理 ,再 用 勾 股 定理 ,最 后 再 用 余弦 定理 
求 出 球 心 角 . 

5.1.4 球 的 组 合体 的 有 关 性 质 

个 球 内 切 于 正方 体 , 球 的 直径 等 于 正方 体 的 楼 长 . 


回 正方 体内 接 于 球 , 球 的 半径 等 于 正方 体 楼 长 的 印 倍 


图 5.3 


加 球 内 切 于 正方 体 的 各 条 楼 , 球 的 半径 等 于 正方 体 榨 长 的 昱 售 
@ 正 四 面体 的 内 切 球 的 半径 等 于 正四 面体 楼 长 的 到 售 ;外 接 球 的 半径 等 于 正 
a 


5.1.5 有 关 球 的 计算 问题 

例 1 已 知 4,B 两 点 在 北纬 45° 的 纬 线 上 ,点 4 
在 东经 30° 经 线 上 ,点 B 在 东经 120° 经 线 上 . 若 地 球 
半径 为 R, 求 4,8B 的 球面 距离 及 夹 在 4,B 间 的 纬 线 
劣 弧 长 ,并 比较 二 者 长 度 的 大 小 . 

分 析 : 设 O, 为 纬 线圈 小 圆 圆心 ,小 圆 半 径 为 7， 
如 图 5. 4, 根据 经 度 、 纬度 定义 有 4040, = 45°, 
Z AO B =120° -30° =90° 

又 … 00, 1 Yi AO. B 
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~. AA00, 是 直角 三 角形 


<. r= R cos 45° = 2R=AB =R, Z AQB = 


T 
3 


A,B 两 地 的 球面 距离 =R - Ç = 了 R 夹 在 4,B8 间 的 纬 线 劣 弧 长 = 


r° 240,B=ÊR : TR 
2 2 
显然 有 此 mR > R (E> JH , 故 4,B 两 点 的 球面 中 8 离 为 全 R,4,8 间 的 
续 线 劣 弧 长 为 全 mR 


注 : 中 东经 a 度 与 东经 B 度 的 经 度 差 的 绝对 
值 la -BIBA A,B 两 个 半 平 面 所 成 二 面 角 的 平 
mifa. 

DRZ a Jë Lj pü Z B 度 的 经 度 和 o + p 即 为 
A,B 两 个 半 平 面 所 成 二 面 角 的 平面 角 . 

例 2 (2009 年 高 考 四 川 卷 ) 如 图 5. 5 ,在 半 
径 为 3 的 球面 上 有 A,B,C 三 点 , LABC = 90°, 


4B=BC, 球 心 0 到 平面 ABC 的 距离 是 3 2 , W 
B,C 两 点 的 球面 距离 是 (。。). 


T B. m c. + D. 2m 
分 析 : 设 平面 4BC 截 球 所 得 小 圆 圆心 为 0, , ii Z ABC =90°,AB = BC Nl: 0, 为 
AC 的 中 点 ,4C 为 小 加 的 直径 , 故 小 圆 的 半径 :r= —AC = 0,B = + /OB° = 001 = 
2 
F3 - [2 2) = 2 2=Bc =3=Bki> ff BOC =F, BIDA B, C 两 点 的 球面 中 
离 =3 x =m 
HGA B. 


例 3 (2004 ERRE H ) ERIR 0 的 半径 为 1,4,B,C 三 点 都 在 球面 上 , 且 
每 两 点 间 的 球面 距离 都 为 了, 则 球 心 0 到 平面 ABC 的 距离 为 ( ). 


A. B 3 C. = D. 


1 
3 a 


v| 


¿N= EEE? 


分 析 : 依 据 题 意 知 ,O-4BC J uE — B # , IJ e 
长 即 为 球 的 半径 1, 因 此 可 作 正 三 棱锥 的 图 形 进 
行 思考 ,推理 和 计算 ,如 图 5. 6 ,正三 棱锥 中 ,每 两 


T 
2 
设 0, Æ AABC 的 中 心 , OA=0B=0C=1, 
图 5.6 AB =AC =BC =/2, Xit D H BC 中 点 , 易 得 40, = 


$4D -É 00, = JA40 -A0 -总 
故 选 B. 
例 4 (1998 年 高 考试 题 ) 球 面 上 有 三 个 点 ,其 中 任意 两 个 点 的 球面 距离 都 等 


于 大 圆周 长 的 二 ,经 过 这 三 个 点 的 小 圆周 长 为 4r, 那 么 这 个 球 的 半径 为 j; 
A.4 3 B.2 V3 G 2 D. 


分 析 : 此 题 和 上 题 是 同一 种 题 型 , 设 该 球 球 心 为 0, 半径 为 RR, 球 面 上 三 点 为 4， 
B,C, 则 依据 题 意 知 O-ABC 是 正三 棱锥 , 侧 棱 长 即 为 球 的 半径 民 . 


如 图 5. 6 ,由 已 知 得 ,两 条 侧 棱 的 夹 角 0 = “2 = T, E= SAJE ABC 外 接 圆 半径 


+ 在 三 角形 4BC 中 ,由 正弦 定理 得 :4B =2r sin 60° =2 V3. 

故 选 B. 

例 5 (2004 年 高 考 福建 试题 ) 如 图 5.7(1) ,A,B,C 是 表面 积 为 487 的 球面 上 
三 点 ,4B =2,BC =4, Z ABC = 60°,0 为 球 心 , 则 直线 OA 与 截面 ABC 所 成 的 角 
是 ( ye 


A. arcsin A B. arccos C. arcsin o D. arccos 2 


B 


图 5.7(1) 图 5.7(2) 
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分 析 : 将 三 棱锥 O -ABC MER O 中 取出 来 ,如 图 5.7(2) , 设 球 O 的 半径 为 R， 
O, R: AABC 外 接 圆 的 圆心 ,连接 40, , 则 L040, 是 直线 04 与 截面 ABC 所 成 的 角 . 

解 : 9 天 而 面积 =47R’ 

.4T7R* =48+ 

.R=2 v3, 在 三 角形 ABC 中 ,由 余弦 定理 得 ,4C” = AB2 + BC* -2AB .BC ， 
cos Z ABC =2° +4° -2 x4 x cos 60° =12 

.AC =2 V3. 设 和 4BC 外 接 圆 半径 为 


“T=2, 而 40, =r 


<. AO, =2, 在 RtA400 中 ,cos L040 = 一 一 = 一 一 = 


<. L040, = arccos 3 

故 选 D. 

例 6 (1995 年 高 考试 题 ) 正方 体 的 全 面积 是  , 它 的 顶点 都 在 球面 上 , 这 个 
球 的 表面 积 是 ( ) 


A. 3 B. xa C.27a’ D.37a’ 


分 析 : 依 据 题 意 知 ,正方 体内 接 于 球 ,因此 球 半径 等 于 正方 体 棱 长 的 坚信 设 球 
的 半径 为 尺 , 正 方 体 的 棱 长 为 x, 则 S. ywan = 652 


2 
i T = @ 
2 


故 选 B. 
例 7 (1991 年 高 考 上 海 试 题 ) 设 正方 体 的 全 面积 为 24 cm ,一 个 球 内 切 于 该 
正方 体 ,那么 这 个 球 的 体积 是 ( ). 


A. Jóm cm? B. Sm cm? C: Sa cm? D. 了 cm? 


分 析 : 设 球 的 半径 为 ,正方体 的 棱 长 为 a, 则 R= An =6a° 
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EEL r= sr 


.6a’ =24,a =2 


R=1. 而 Vs = Ta 


= Vg = cm? 


HOE B. 

例 8 (1991 年 全 国 高 考试 题 ) 在 球面 上 有 4 个 点 4,B,C,P, 如 果 PA,PB,PC 
两 两 互相 垂直 , 且 PA = PB = PC =a, 那 么 这 个 球 的 面积 是 

分 析 :; 由 题 设 条 件 可 构造 一 个 正方 体 ,该 正方 体 的 三 条 楼 分 别 为 Pi,PB,PC， 
则 该 正方 体内 接 于 这 个 球 , 设 球 的 半径 为 R, 则 R= 字 a 

“Sy =4TR =3Ta” 

例 9 (2003 年 全 国 高 考试 题 ) 一 个 四 面体 的 所 有 校长 均 为 2, 四 个 顶点 在 同 
一 球面 上 , 则 此 球 的 表面 积 为 ( ). 


A.37 B. 4m G: Ba D. 6r 
分 析 :依据 条 件 知 此 四 面体 为 一 个 正四 面体 , 球 是 正四 面体 的 一 个 外 接 球 , 设 
球 的 半径 为 R, 则 尺 是 正四 面体 楼 长 的 必 信 


v6 V3 
R= 2 = 


2 
.Sa =4mR2 = 4 + ($) 5 


故 选 A. 
评注 :解答 球 的 组 合体 问题 ,关键 是 寻找 组 合体 中 各 部 分 间 的 联系 . 如 例 6 、 例 
7\ 例 8 中 球 的 半径 与 正方 体 棱 长 的 关系 ; 例 9 中 球 的 半径 与 正四 面体 棱 长 的 关系 . 


5.2 球面 几何 的 相关 概念 


5.2.1 平面 与 球面 的 位 置 关 系 

类 比 直线 与 圆 的 位 置 关系 ,平面 与 球面 也 有 类 似 的 三 种 位 置 关系 : 

1 ) 平 面 与 球面 相交 

用 任意 一 个 平面 去 截 一 个 球 ,截面 是 贺 面 ,平面 与 球面 的 交 线 是 一 个 圆 . 当 平 
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面 与 球面 相交 时 , 球 心 到 平面 的 距离 小 于 球 的 半径 
2) 平 面 与 球面 相 离 
平面 与 球面 不 相交 ,没有 交点 . 此 时 球 心 到 平面 的 距离 大 于 球 的 半径 . 
3 ) 平 面 与 球面 相 切 
平面 与 球面 有 且 只 有 一 个 交点 . 此 时 球 心 到 平面 的 距离 等 于 球 的 半径 . 


5.2.2 直线 与 球面 的 位 置 关 系 和 球 朝 定理 

直线 与 球面 有 三 种 位 置 关 系 : 

1 ) 直线 与 球 相交 

直线 与 球 有 两 个 交点 . 这 条 直线 称 为 球面 的 割 线 . 此 时 球 心 到 直线 的 距离 小 于 
球 的 半径 . 

2) 直线 与 球面 相 离 

直线 与 球面 没有 公共 点 . 此 时 球 心 到 直线 的 距离 大 于 球 的 半径 . 

3) 直线 与 球面 相 切 

直线 与 球面 有 且 只 有 一 个 公共 点 ,这 个 公共 点 称 为 切 点 . 这 条 直线 称 为 球面 的 
切线 ,此 时 球 心 到 直线 的 距离 等 于 球 的 半径 . 

在 平面 几何 中 有 切线 长 定理 切割 线 定理 .相交 弦 定理 ,这 些 定理 统称 为 圆 虞 
定理 . 类 比 圆 寡 定 理 , 可 以 得 到 下 面 的 结论 : 

定理 1: 从 球面 外 一 点 P 向 球面 引 制 线 , 交 球面 于 
Q,R 两 点 ,再 从 点 P 引 球 面 的 任 一 切线 , 切 点 为 5, 则 
PS = PQ - PR. 

证 明 : 如 图 5. 8 ,连接 So@,SR, 因 为 两 条 相交 直线 
PS ,PR 确定 一 个 平面 ,所 以 由 圆 客 定理 可 得 : 

PS = PQ - PR 

定理 2: 如 图 $. 9, 从 球 外 一 点 尸 向 球面 引 两 条 制 
线 ,它们 分 别 与 球面 相交 于 Q,R,S,7 四 点 , 则 PQ : PR = PS - PT. 

定理 3: 如 图 5. 10, 设 点 P 是 球面 内 的 一 点 ,过 点 P 作 两 条 直线 ,它们 分 别 与 球 
面相 交 于 0,R,S,T 四 点 , 则 PO: PR = PS : PT. 

定理 2 与 定理 3 的 证 明 留 给 读者 自 证 . 
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图 5. 10 


5.2.3 球面 上 的 角 
1 ) 对 径 吉 

~ 如 图 5. 11 ,因为 球面 上 的 两 个 大 圆 所 在 的 平面 都 经 过 
球 心 0, 所 以 这 两 个 大 圆 所 在 的 平面 有 一 个 公共 点 ,因此 这 
两 个 平面 必 有 一 条 经 过 球 心 0 的 相交 直线 ,这 条 相交 直线 
显然 是 球 的 直径 所 在 的 直线 ,两 个 大 圆 的 交点 是 这 条 直径 
的 两 个 端点 4,4' ,我 们 把 球 的 直径 的 两 个 端点 4,4' 称 为 对 


图 5.11 2) 球 面 上 的 角 
在 平面 上 过 一 点 4 作 两 条 射线 4B ,4C ,它们 构成 的 图 
JERKA fA CVE L BAC. 类 似 地 ,也 可 以 定义 球面 上 的 角 一 一 球面 角 . 
如 图 5. 12(1) ,过 球面 上 一 点 4 作 两 条 大 圆 弧 48,AC ,它们 构成 的 图 形 称 为 球 


面 角 , 仍 记 作 二 B4C. 其 中 点 4 称 为 球面 角 的 顶点 ,大 圆 弧 48,4C 称 为 球面 角 的 边 ， 
分 别 记 作 AB ,AC. 


图 5.12(1) 图 5.12(2) 
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如 图 5. 12(2) ,球面 角 人 BAC 的 两 边 4B,4C 延 长 后 相交 于 点 4 的 对 径 点 A', 
4B ,4C 所 在 大 圆 的 半 平面 构成 一 个 二 面 角 B-44'-C. 显然 ,球面 角 人 BAC 与 二 面 角 
B-AA'-C 唯一 对 应 ,因此 ,可 用 二 面 角 B-44'-C 的 大 小 来 度量 球面 角 人 BAC 的 大 小 . 
而 二 面 角 B-44' 的 大 小 是 用 平面 角 来 度量 . 因此 ,过 球 心 O 分 别 作 OD 144',OE L 
44' , 且 它 们 分 别 交 球 面 角 Z BAC 的 两 边 4B,4C + D,E 两 点 , 则 LDOE 为 二 面 角 
B-44'-C 的 平面 角 . 所 以 我 们 规定 用 二 面 角 B-44'-C 的 平面 角 ¿ DOE 来 度量 球面 角 
Z BAC 的 大 小 

从 另 一 个 角度 看 ,如 果 在 点 4 处 分 别 作 大 圆 弧 48 ,4C 的 切线 48' 和 4C' ,显然 ， 
AB' 1 AA',AC' L AA', FTL} AB' / OD,AC' / OE, B ZDOE 与 LB'AC' 同 向 ,所 以 
Z DOE = ¿Z B'AC' , 即 球面 角 人 B4C 的 大 小 也 等 于 点 4 处 分 别 与 球面 角 人 B4C 的 两 
边 AB 和 AC 相 切 的 射线 AB' ,4C' 所 成 的 角 Z B'AC' HIK. 

在 实际 中 ,为 了 计算 的 简便 ,球面 角 人 BA4C 的 大 小 常用 二 面 角 B-44'-C 的 平面 
角 LDOE 来 度量 . 


5.2.4 球面 上 的 基本 图 形 


1 ) 极 与 赤道 
地 球 上 有 南极 、 北 极 和 赤道 . 在 球面 几何 中 ,我 们 也 引进 “ 极 ” 和 “赤道 ”的 


ON 垂直 于 赤道 Ly 所 在 的 平面 . 也 就 是 说 ,过 球 心 0 且 垂直 于 地 球 半 径 ON 的 平面 
截 地 球面 所 得 的 大 圆 是 地 球 的 赤道 . 


N 


图 5.13(1) 图 5.13(2) 
同样 ,如 图 5. 13(2) ,我 们 可 以 在 球面 上 任 取 一 点 4, 过 球 心 0 且 垂直 于 球 半 
径 OA 的 平面 截 球面 得 到 大 圆 L, ,此 时 称 点 4 为 极点 (简称 极 ) , 称 大 圆 L 为 以 点 4 
为 极点 的 赤道 圆 ( 简称 赤道 ). 
对 于 球面 上 的 任意 一 点 , 均 可 得 到 与 它 对 应 的 一 个 赤道 ;对 于 球面 上 的 赤道 ， 
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均 要 得 到 与 它 对 应 的 两 个 极点 , 也 就 是 说 极 与 赤道 是 一 体 的 , 谁 也 离 不 开 谁 有 极 
就 有 与 之 对 应 的 赤道 ;反之 ,有 赤道 就 有 与 之 对 应 的 极 . 


易 知 , 如 果 球 的 半径 为 尺 ,那么 极点 4 与 赤道 上 任意 一 点 四 的 距离 均 为 2 R, E 


就 是 说 , 极 与 赤道 上 任意 一 点 的 距离 相等 . 类 比 平面 上 点 到 直线 的 距离 ,为 此 我 们 
引入 极 到 赤道 的 距离 的 概念 :极点 与 赤道 上 任意 一 点 的 距离 称 为 极 到 赤道 的 距离 , 
由 于 赤道 是 大 圆 ,也 就 是 球面 上 的 一 条 “直线 ” ,因此 这 实际 上 是 在 讨论 球面 上 一 
点 ( 极 ) 到 与 之 对 应 的 “直线 "(赤道 ) 的 距离 问题 . 

2) 球 面 二 角形 

球面 二 角形 与 球面 角 有 着 紧密 的 联系 . 如 图 5. 14(1) ,我 们 把 球面 角 人 BA4C 的 
两 边 4B,AC 延长 后 相交 于 对 径 点 4' 所 组 成 的 图 形 4B4'C 称 为 球面 二 角形 . 因为 它 
像 天 空中 的 一 轮 弯 弯 的 月 亮 , 所 以 又 称 它 为 月 形 . 月 形 也 可 看 成 球面 上 由 两 个 大 圆 
的 各 一 半 所 围 成 的 图 形 . 我 们 把 484',4C4' 称 为 球面 二 角形 ABA C 的 边 , 记 为 
ABA' ,4AC4' ,把 球面 角 人 BAC 或 BA'C 称 为 球面 二 角形 4B4'C 的 夹 角 . 

定理 4: 如 图 5. 14(2) ,已 知 球面 角 人 和 B4C = o ( 弧度 ) ,球面 半径 RR, 则 月 形 
ABA'C 的 面积 :Spag4'c =2aR’. 

证 明 : 将 月 形 4B4'C 的 一 条 边 4C4' 在 球面 上 以 44 "为 旋转 轴 按 逆 时 针 方 向 旋 
转 一 周 ,那么 边 4C4' 扫 过 整个 球面 . 此 时 , 边 4C4' 旋 转 了 一 周 ,所 以 球面 可 以 看 成 
是 球面 角 为 2r 的 月 形 . 因此 ,车 球面 角 人 BA4C =a( 弧度 ) ,那么 月 形 ABA C 的 面积 
等 于 球面 面积 的 六 倍 , 即 Bnde = 六 Sa 


因此 ,SaiEaauc 二 x47R’ =2aR 


图 5.14(1) 图 5.14(2) 
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3 ) 球 面 三 角形 
,如 图 5.15 ,我 们 把 球面 上 三 条 “ HREP 《 即 三 条 大 圆 的 劣 弧 ) 首 尾 顺 次 相 接 构 
成 的 封闭 图 形 称 为 球面 三 角形 也 就 是 说 ,在 球面 上 ,给 出 不 在 同一 大 圆 上 的 三 点 


A,B,C 可 以 得 到 经 过 这 三 点 中 任意 两 点 的 大 阅 的 劣 弧 4B8 ,BC ,C4, 这 三 条 劣 弧 组 成 
的 图 形 称 为 球面 三 角形 , 记 作 A4BC ,其 中 三 条 劣 弧 称 为 球面 A4BC 的 边 , 记 作 4B， 
BC,AC;A, B,C 三 点 称 为 球面 AABC 的 三 个 顶点 ; 三 个 球面 角 Z BAC, Z ABC, 
Z ACB 称 为 球面 A4BC 的 三 个 内 莉 ; 分 别 简 记 为 4, Z B, Z C. 

由 于 球面 A4BC 的 三 边 都 是 圆 弧 ,如果 分 别 连接 球 心 O 与 4,B,C 三 点 ,由 球 
面 角 的 定义 及 其 度量 可 知 ,球面 A4BC J = fg ZA, Z B, Z C 可 以 分 别 由 二 面 
角 B-OA-C ,二 面 角 4-08-C ,二 面 角 B-OC-A 来 度量 . 另外 ,如 果 人 40B = w( 弧 度 ) , 
ZCOB =B( 弧 度 ) ,人 CO4 =y( 弧 度 ) ,那么 球面 A4BC 的 三 边 AB, BC , AC 分 别 为 
AB = Ra,BC = RB,AC = Ry, 其 中 RR 为 球 的 半径 . 特别 : 若 R=1, 则 AB =a,BC=B， 
AC = y. 


图 5. 15 图 5.16 

4) 三 面 角 

从 以 上 的 讨论 可 以 看 出 ,无 论 是 度量 球面 A4BC 的 边 长 ,还 是 它 的 内 角 , 都 涉 
及 一 个 图 形 , 即 从 球 心 0 出 发 的 三 条 线段 04,0B,0C 组 成 的 图 形 , 如 图 5. 16 ,如果 
延长 三 条 线段 04,0B,0C ,使 它们 成 为 射线 ,那么 这 三 条 射线 确定 三 个 平面 (类 似 
三 棱锥 的 侧面 ). 类 比 二 面 角 , 我 们 把 由 这 三 个 平面 构成 的 图 形 称 为 三 面 角 , 记 为 
0O-4B8C ,其 中 点 0 称 为 三 面 角 的 项 点, OA, OB, OC RH CHIR, AOB, ¿ COB, 
LC04 称 为 它 的 面 角 . 三 面 角 中 相 邻 两 面 构成 的 二 面 角 称 为 它 的 二 面 角 . 

因为 有 上 面 的 对 应 关系 ,对 于 球面 上 边 与 角 的 研究 就 转化 为 立体 几何 中 角 的 
研究 , 即 我 们 可 以 利用 三 面 角 的 有 关 知 识 研究 球面 三 角形 . 
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5 ) 对 顶 三 角形 

如 图 5. 17 ,给 定 球面 A4BC, 其 顶点 4,B,C 的 对 
径 点 分 别 为 4',B',C'. 容易 证 明 , 分 别 经 过 4',B',C' 
三 点 中 任意 两 点 的 三 条 “线段 (大圆 劣 弧 ) 也 构成 一 
个 球面 三 角形 . 我 们 把 顶点 分 别 为 4',B',C' 的 球面 
和信 4'B'C' 称 为 球面 人 ABC 的 对 顶 三 角形 . 由 对 径 点 的 
定义 知道 ,球面 A4'B'C' 的 对 顶 三 角形 是 球面 AA4BC. 

图 5.17 显然 ,两 个 对 顶 的 球面 三 角形 关于 球 心 对 称 . 

6) 球 极 三 角形 

如 图 5. 18(1) ,对 于 任意 球面 人 4BC ,假设 与 边 BC 所 在 大 圆 对 应 的 极点 为 4”， 
4A”, 与 边 AC 所 在 大 圆 对 应 的 极点 为 B',B", 与 边 AB 所 在 大 圆 对 应 的 极点 为 C',C”， 
而 且 点 4,4',B,B',C,C' 在 同一 个 半球 面 内 ,我 们 称 人 4A’B'C' 为 球面 人 AA4BC 的 球 极 
三 角形 (或 极 对 称 三 角形 ). 


4 


图 5.18(1) 图 5.18(2) 
如 图 5. 18(2) , 设 球面 A48C 的 三 边 BC,4C ,4B 分 别 为 a,b,c, 且 它们 对 应 的 
极点 分 别 为 4',B',C'"( 它 们 与 4,8,C 在 同一 个 半球 面 内 ) ,球面 A4BC 的 极 对 称 
人 4'B'C' 的 三 边 B'C',A'C' ,4'B' 分 别 为 a',b',c". 因为 点 B'i b 所 在 大 圆 的 极点 ， 


所 以 点 4 与 B' 的 距离 是 分 R(R 是 球 的 半径 ). 同 理 ,点 4 与 C' 的 距离 也 是 2 R. 由 于 


点 4 与 点 B" ,C' 的 距离 都 是 2 R, 因 此 ,与 点 A 对 应 的 赤道 是 "所 在 的 大 圆 . 同 理 可 
知 ,与 点 B 对 应 的 赤道 是 &' 所 在 的 大 圆 , 与 点 C 对 应 的 赤道 是 c' 所 在 的 大 圆 . 又 因 
为 点 4,4',B,B',C,C' 在 同一 个 半球 面 内 ,所 以 球面 A4'B'C' 的 极 对 称 三 角形 是 球 
面 人 4BC, 也 就 是 说 ,球面 人 4BC 与 它 的 球 极 人 4'B'C' 互 为 极 对 称 三 角形 . 
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5.3 球面 三 角形 

以 上 我 们 介绍 了 有 关 球 面 几何 的 一 些 初步 知识 ,现在 进一步 介绍 有 关 球 面 三 
角形 的 一 些 简单 性 质 . 以 下 讨论 的 球面 如 果 不 作 特殊 说 明 ,有 关 球 面 都 认定 为 单位 
球面 


5.3.1 球面 三 角形 三 边 之 间 的 关系 

平面 三 角形 的 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ,两 边 之 差 小 于 第 三 边 . 在 球面 三 角形 中 也 
有 同样 的 结论 . 为 了 证 明 此 结论 ,我 们 先 来 研究 三 面 角 中 的 两 个 重要 定理 . 

定理 5: 如 图 5. 19 ,在 单位 球面 上 ,有 一 个 三 面 角 0-4BC, 三 个 面 角 分 别 为 
LA40B, Z COB, LC04, 则 球面 人 ABC 的 三 边 长 AB = Z AOB( 3 FEF) ,BC = ¿ COB 
(弧度 ) ,4C = 上 人 CO4( 弧 度 ). 

定理 6: 三 面 角 的 任意 两 个 面 角 之 和 大 于 第 三 个 面 角 , 任 意 两 个 面 角 之 差 小 于 
第 三 个 面 角 . 


图 $. 19 图 5. 20 

证 明 : 如 图 5. 20, 设 在 三 面 角 0-XYZ 的 三 个 面 角 中 , 面 角 人 X02 最 大 ,在 
Z X0Z 内 作 射 线 0D, 使 XO0D = LXOY, 在 射线 OD 上 取 一 点 D 并 作 任 意 直线 和 
OX,02 分 别 交 于 4,C, 在 0Y 上 取 OB = 0D, W] AA0D+° AA0B. 

<. AB = AD , Nñ Z ADB 为 锐角 

<. Z BDC 为 钝 角 , 因 此 BC>DC, 在 ADOC 中 和 ABOC 中 ,0C 为 公共 边 ,0D = 
0B,BC > pC, 所 以 LBOC > ¿ DOC 

<. LXOY + LBOC > LXOD + LDOC, 即 LXOY+ Z Y0Z > LX02, 显 然 还 有 
LXOY+ LXOZ > LY02, ¿ X0Z + ¿ Y0Z > LXOY. 

因此 ,三 面 角 的 任意 两 个 面 角 之 和 大 于 第 三 个 面 角 . 对 于 任意 两 个 面 角 之 差 小 
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于 第 三 个 面 角 的 问题 ,可 以 由 以 上 诸 式 移 项 得 到 . 

例 1 如 图 5.21, 已 知 在 单位 球面 上 ,有 一 球面 A4BC, 球 心 为 0. 

求证 :球面 A4BC 的 任意 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ,任意 两 边 之 差 小 于 第 三 边 . 

证 明 :0 - ABC 是 一 个 三 面 角 , 则 由 以 上 球面 三 角形 的 知识 知 :4B = 人 40B， 
AC = LC04,BC = ¿ COB. 又 由 三 面 角 的 定理 得 : LA0B + 人 CO4 > Z COB 

.AB+AC > BC 

同 理 可 证 4B + BC > AC ,AC + BC > AB , BISR H A ABC 的 任意 两 边 之 和 大 于 第 
三 边 . XH AB +4C > BCAB >BC - AC, E] BC -AC < AB , H EER TI AABC 的 任意 
两 边 之 差 小 于 第 三 边 . 
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图 5.21 图 5. 22 

例 2 如 图 5.22, 已 知 P 为 球面 A4BC 内 的 一 点 , 球 心 为 0, 用 大 圆 弧 线 连 接 
PB , PC. 

求证 :BP + BC < AB + AC. 

证 明 : 设 弧 BP 的 延长 线 与 弧 AC 的 交点 为 0, 则 由 例 1 知 BQ < AB + AQ, BI 
BP+PO<4B+40, 又 因 PC<PO+OC, 所 以 BP+PO+PC<4B+40+PO+0C， 
而 40+0OC=4C, 因 此 ,BP+PO+PC<4B+4C+PO. 

所 以 BP+BC<AB+AC. 


5.3.2 球面 三 角形 的 周 长 
由 于 球面 三 角形 的 每 条 边 长 都 是 大 圆 的 劣 弧 ,都 有 小 于 大 圆周 长 的 一 半 , 因 
此 ,球面 三 角形 的 周 长 小 于 个 大 圆周 长 ,不 能 任意 长 ,事实 上 ,球面 三 角形 的 周 长 


小 于 大 圆周 长 . 

例 3 求证 :球面 三 角形 的 周 长 小 于 大 圆周 长 . 

证 明 : 如 图 5. 23 , 设 单位 球面 A4BC 的 三 条 边 长 分 别 为 a,b,c, 球 心 为 0, 连接 
04,0B,0C, 那 么 0-4BC 是 一 个 三 面 角 . 在 三 面 角 0-4BC 中 ,连接 AB,BC,AC. 由 于 
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球面 三 角形 的 边 长 与 三 面 角 的 面 角 之 间 的 对 应 关系 ,球面 三 角形 的 边 长 问题 可 以 
转化 为 三 面 角 的 面 角 问 题 . 


0 


图 5.23(1) 图 5.23(2) 

` ZAOB =m —- ( ZOAB + Z OBA), Z BOC =m - ( Z OBC + Z O0CB) , Z COA = 
T — ( Z QAC + Z OCA) 

<. LAOB + LBOC + Z COA = 31 - ( ZOAB + ZOBA + LOBC + 人 LOCB + 
Z OCA + Z OAC) 

~ — Mf O - ABC 中 : 

Z OAB + Z OAC > Z CAB, Z OBA + Z OBC > Z ABC, Z OCB + Z OCA > Z BCA 

X: Z CAB + Z ABC + Z BCA = 三 

<. Z QAB + ZOBA + Z OBC + Z OCB + Z OCA + LOAC > Z CAB + ZABC + 
Z BCA == 

<. LAOB + Z BOC + Z COA = 3x - ( ZOAB + ZOBA + LOBC + 人 LOCB + 
Z OCA + Z OAC) <2T 

… = Ifl) O -ABC 的 三 个 面 角 的 和 小 于 2m 

‘" ŻAOB =a, ¿BOC =b., Z.COAÀA =c 

“a +b+c<27, 即 球面 三 角形 的 周 长 小 于 大 圆周 长 . 

这 是 球面 三 角形 中 的 一 个 重要 结论 . 


5.3.3 球面 “等 腰 ” 三 角形 ,球面 “等 边 ” 三 角形 

类 似 于 "平面 三 角形 的 两 边 相 等 ,那么 它们 的 对 角 相 等 “平面 三 角形 的 三 边 
相等 ,那么 它们 的 三 个 内 角 相等 ” ,在 球面 三 角形 中 也 有 同样 的 性 质 , 即 “ 等 边 对 等 
角 , 反 之 亦 然 ”. 

例 4 已 知 在 球面 A4BC 中 ,AB = AC. 

SKIE: ZB = LC, 反之 亦 然 . 

分 析 : 如 图 5. 24 (1), 要 证 4B = LC, 只 需 证 二 面 角 4-0B-C 等 于 二 面 角 
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图 5.24(1) 图 5. 24(2) 

证 明 : 如 图 5.24(2) 连 接 04,0B,0C, 并 把 三 面 角 O-ABC 和 球面 A4BC 移出 来 
(EK), %# AD 1 Fü OBC, ŒX D; it D fE DE L OB ,DF 1 0C, 分 别 交 0B,0C 
F E,F,EEF AE,AF 

`: OB LAD,OB 1 DE 

~. OB | 平面 ADE 

<. OB 1 AE, 同 理 ,0C LAF 

<. LAED, AFD 分 别 为 二 面 角 4-0B-C, 二 面 角 4-0C-B 的 平面 角 . 

“AC=AB 

<. Z A0B = LAOC 

… 得 到 RtAR40OERtA4OP , AT AE = AF , he X44 RtAADERSRt AADF 

<. LAED = /AFD 

Ë Z B= ZC. 

FZ ÆR AABC,# ¿ B = LC, 则 4AC = AB. 

同样 ,球面 三 角形 中 ,大角 对 大 边 , 大 边 对 大 角 . 

例 5 已 知 在 球面 A4BC 中 ,4B = AC = BC. 

求证 :上 B = LC = 上 4, 反 之 亦 然 . 

证 明 :在 球面 A4BC P, Æ AB =4C, 则 由 以 上 例 3 知人 = 人 C, 又 因为 4B = 
BC, 所 以 L4=LC, 因 此 LB=LC= 人 4. 

其 次 ,在 球面 AABC 中 ,如 果 LB= LC= A, Mh B= LC 可知 4B =4C, 同 
理 , LC= ZA 可知 由 BC =4B, 所 以 AB = AC = BC. 


5.3.4 球面 三 角形 的 面积 
平面 三 角形 的 一 个 非常 重要 的 性 质 是 内 角 和 等 于 ,球面 三 角形 的 内 角 和 是 


否 也 是 一 个 定 值 呢 ?球面 三 角形 的 面积 如 何 计算 呢 ? 
定理 7: 在 半径 为 R 的 球面 上 ,任意 球面 人 4BC 的 面积 为 (4+B+C-7)R ,其 
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中 4,B,C HSK ZA, Z B, Z C 的 弧度 . 

特别 : 若 球面 为 单位 球面 , 则 球面 A4BC 的 面积 为 4+B+C-7. 

证 明 : 如 图 5.25, 设 4,B,C 三 点 的 对 径 点 分 别 为 
A',B',C' ,分别 观察 以 4,B,C 为 顶点 的 三 个 月 形 . 

设 球面 A4BC 的 三 个 内 角 ZA, Z B, Z C 分 别 为 
4,B,C( 弧度) ,半球 的 面积 为 $. 

由 定理 4 得 :Shipuauc =2AR , Spyra = 2BR , 
ScAC'B = 2CR. 因此, 有 : 人 月 形 BCBA + 号 月 形 BCBA4 + 
SHEcotca =2(A +B + C)R° 

又 … 3 有形 BCa' + S 月 形 BCB4 + S 有 形 ctca = 球面 AABC 图 5.25 
的 面积 + 球面 A4 BC 的 面积 +$ 

球面 A4BC 的 面积 = 球面 A4'B'C' 的 面积 

.…. 2 x 球面 人 4BC 的 面积 +2mR2 =2(A +B + C)R° 

即 :球面 AA4BC 的 面积 =(4+B+C-7)R? 

因为 面积 是 一 个 正 数 ,所 以 球面 三 角形 的 内 角 和 大 于 =. 这 一 结论 与 平面 三 角 
形 的 内 角 和 等 于 站 有 很 大 区 别 ,也 是 球面 几何 作为 非 欧 几何 模型 与 欧 氏 几何 不 同 
的 重要 特征 之 一 . 

由 于 球面 三 角形 的 内 角 所 对 的 边 都 小 于 大 圆 的 一 半 , 所 以 每 个 内 角 都 小 于 7， 
因此 ,其 内 角 和 小 于 3"w. 事实 上 ,由 于 球面 三 角形 的 周 长 小 于 大 圆周 长 ,球面 三 角 
形 的 内 角 和 可 以 更 小 . 可 以 证 明 球 面 三 角形 的 内 角 和 小 于 2. 


5.3.5 球面 三 角形 全 等 的 判定 

类 似 于 平面 三 角形 全 等 的 定义 ,我 们 规定 两 个 球面 三 角形 全 等 是 指 两 个 图 形 
完全 相等 , 即 球面 三 角形 的 六 个 元 素 : 三 条 边 ,三 个 角 分 别 相等 . 由 于 不 同 的 球面 有 
不 同 的 半径 ,球面 的 大 小 也 不 一 样 , 因 此 ,研究 球面 三 角形 全 等 问题 ,只 能 在 同一 球 
面 上 或 半径 相等 的 球面 上 研究 才 有 意义 . 

1) 下 面 就 球面 三 角形 全 等 的 判定 展开 讨论 

球面 三 角形 全 等 的 定义 :如 果 两 个 球面 三 角形 的 三 边 对 应 相等 , 且 对 应 角 也 分 
别 相等 ,那么 这 两 个 球面 三 角形 全 等 . 

(1)“ 边 边 边 ”(s. s. s) 判定 定理 

如 果 两 个 球面 三 角形 的 三 边 对 应 相等 ,那么 这 两 个 球面 三 角形 全 等 . 

已 知 :球面 A4BC 与 球面 A4'B'C' 的 三 条 边 对 应 相等 , 即 4B =4'B',BC = B'C', 
EY 
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sRuE: SRM AABC-o RRK AA B C. 

证 明 : 如 图 5. 26 ,在 两 个 三 面 角 0O - ABC 和 0-4'BC' 中 ,连接 4B,BC,C4; 
4'B',B'C',A'C',… 大 圆 中 等 弧 所 对 的 弦 相 等 ,而 48 =4'B',BC =B'C',AC =A'C', 
<. AB =A'B' ,BC = B'C' ,CA =A'C', /A0B = Z¿A'0B', Z BOC = Z B'OC', /C04 = 
Z C'0A'. 又 QA = OB = 0C = 0A' = 0B' = OC' , Ik, AAOB = AA'0B', A B0C e 
AB'0C', ACOA = AC'OA'. 从 而 L04B = Z 0A'B', Z OBC = Z 0B'C', Z OCA = 
LO0C'4', 又 因 AABC 和 和 4'B'C',…. Z BAC = Z B'A'C'. {E QA 和 0'4' 上 分 别 取 点 D 
和 D', 使 4D=4'D', 再 过 点 DD 在 平面 OAB 和 OAC EWE OA 的 垂 线 , 分 别 交 48 和 
AC 于 点 和 下 ;同样 ,过 点 D' 在 平面 04'B' 和 04'C' 上 作 04' 的 垂 线 , 分 别 交 4'B' 和 
A'C' 于 点 B' 和 FF' ,容易 证 明 LEDF = ZE'D'F' e LEDF 和 LE'D'F' 分 别 是 二 面 角 
B-04-C 和 B'-04'-C' 的 平面 角 ,… 这 两 个 二 面 角 相等 . 同 理 可 证 另外 两 个 二 面 角 也 
相等 ,… 根据 球面 角 的 定义 知 : ZA = ZA, Z B= LB', Z C= LC'..…. 由 球面 三 角形 
全 等 的 定义 得 :球面 人 ABC 兰 球面 和 AA4'B'C.. 

借助 三 面 角 我 们 还 可 以 证 明 ( 证 明 略 ) 下 面 三 个 球面 三 角形 全 等 的 判定 定理 . 


图 5.26(1) 图 5.26(2) 

(2)“ 边 角 边 ”(s. a. s) 判定 定理 

如 果 两 个 球面 三 角形 的 两 对 边 对 应 相等 , 且 它 们 的 夹 角 也 相等 ,那么 这 两 个 球 
面 三 角形 全 等 . 

(3)“ 角 边 角 ”(a. s. a) 判定 定理 

如 果 两 个 球面 三 角形 的 两 对 角 对 应 相等 , 且 它 们 的 夹 边 也 相等 ,那么 这 两 个 球 
面 三 角形 全 等 . 

(4)“ 角 角 角 ”(a. a. a) 判定 定理 

如 果 两 个 球面 三 角形 的 三 个 对 角 对 应 相等 ,那么 这 两 个 球面 三 角形 全 等 . 

从 球面 三 角形 的 “ 角 角 角 ”(a. a. a) 判定 定理 知 ,平面 几何 与 球面 几何 有 显著 
不 同 之 处 . 在 平面 几何 中 ,如 果 两 个 三 角形 的 三 对 角 对 应 相等 ,那么 这 两 个 球面 三 
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角形 相似 ,不 一 定 全 等 ;而 在 同一 球面 上 ,如 果 两 个 球面 三 角形 的 三 对 角 对 应 相等 ， 
那么 这 两 个 球面 三 角形 全 等 . 也 就 是 说 ,在 同一 个 球面 上 ,不 存在 相似 三 角形 这 个 
概念 ,或 者 说 , “相似” 的 三 角形 必定 全 等 . 

例 6 求证 :球面 上 的 两 个 对 顶 三 角形 全 等 . 

如 图 5. 27 ,球面 人 4BC 和 球面 AA'B'C' 是 对 
顶 三 角形 . 

求证 :球面 人 4BC 生 球面 和 4'B'C'. 

证 明 :… 球面 人 4ABC 和 球面 人 4'B'C' 是 对 顶 
三 角形 , 设 4,B,C 的 对 径 点 分 别 为 4',B',C', 则 
由 对 项 三 角形 的 概念 知 L40B = A4’0B'( 对 顶 
fü) ,而 4B = L40B - R,A'B' =R - ZA'OB'(R 为 
球 的 半径 , L408B, 人 A’'0B' 均 为 弧度 数 ) 

<. AB =A'B' 

同 理 可 证 BC = B'C',CA = C'A' 

… 由 “ 边 边 边 ”(s. ss) 判 定 定理 知 : 

球面 人 4BC 居 球面 人 4'B'C.. 

2 ) 球 面 三 角形 的 正弦 定理 与 余弦 定理 

平面 三 角形 的 边 角 之 间 存 在 定量 的 边 角 关 系 :正弦 定理 与 余弦 定理 . 类 似 地 ， 
球面 三 角形 及 其 边 角 之 间 也 存在 正弦 定理 与 余弦 定理 . 为 了 简便 起 见 , 下 面 讨论 的 
球面 均 为 单位 球面 . 

(1) 单 位 球面 上 的 正弦 定理 

设 单位 球面 上 球面 A4BC 的 三 个 内 角 分 别 为 4,8,C, 它 们 所 对 应 的 三 边 分 别 
为 ah e Mi S A sinB snC 


sina sinb sinc 

证 明 :… 球面 A4BC 的 三 边 BC,AC,AB 的 长 分 别 为 a,b,c 

.BC =a = LBOC( 弧 度 ) ,4C =b = LAOC( 弧 度 ) ,4B =c = L AOB (IRIE) 

又 … 球面 A4BC 的 三 个 内 角 4,B,C 分 别 等 于 二 面 角 B-0OA-C,A-OB-C ,A-OC-B 
的 大 小 ,如 图 5.28, 过 4 点 作 40, 上 平面 0BC ,点 O, AEE, Xit 0O, 分 别 作 O,E1 
0B,O1F LOC,E,F HEE , Et% AE,AF 

… O E 是 AE 在 平面 OBC 内 的 射影 , 且 O E LOB 

~. OB LAE 

同 理 ,0C LAF 

“LO01E4 ,LO01F4 分 别 是 二 面 角 4A-0B-C,4-0C-B 的 平面 角 
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`. Z0 EA=B,Z0 /FA=C 

# RAAO E 和 Rt 和 人 40,F 中 ， 

1: AO, =AE +» sin Z O, EA =O4 : sin /AOB: 
sin B = sin c sin B, AO, = AF + sin Z O FA = 
OA : sin Z AÜC +: sin C =sin b sin C 


. sin c sin B =sin b sin C msn B B _sin C 
sinb sinc 
sin 4 _ sin B 
同 理 得 : sina sinb 
图 5.28 u n 
` sina sinb sin c` 
(2) 单位 球面 上 的 余弦 定理 
设 单位 球面 上 球面 A4BC 的 三 个 内 角 分 别 为 4,8,C, 它 们 所 对 应 的 三 边 分 别 


为 a,b,c, 则 : 
cos a = cos b cos c + sin b sin c cos À 
cos b = cos c cos a + sin c sin a cos B 
cos c = cos a cos b + sin a sin b cos C 
证 明 : 如 图 5.28 ,由 上 面 正 弦 定 理 的 证 明知 OF =0A - cos Z AOC =cos b, 同 理 ， 
OE = cos c. 过 下 点 作 FG 1 OB 于 点 C, 则 : 
OE = 0G + GE ,0G = OF + cos a = cos b cos a. 
过 点 O, 在 平面 OBC 内 作 O, H LFG, ŒX H, W| O.H // OB , Br À Z O, FH = 
Z BOC =a, 且 四 边 形 O, EGH 是 矩形 ,从 而 : 
CE=O 厅 =OFsnBOC=4F cos C sin a =sin b sin a cos C. 
~<. cos c = cos b cos a + sin b sin a cos C. 同 理 得 : 
cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A;cos b = cos c cos a + sin c sin a cos B, 
所 以 有 : 
cos a = cos b cos c + sin b sin ccos À 
cos b = cos c cos a + sin c sin a cos B 


cos c = cos a cos b +sin a sin b cos C 


H BRINi 3463 R, E = 全 = 人 BOC( 弧 度 ) ,0 => = 人 CO4( 弧 度 ) , E = 


= 240B( 弧 度 ). 所 以 在 上 述 推导 过 程 中 ,分 别 用 中 ,天 ,所 替 代 a,b,c 就 得 到 ; 


@D 半 径 为 R 的 球面 上 的 正弦 定理 :sn 和 = sin = sin C 


b` c 
sin— sin— sn 一 


R R R 


c 


=> | 
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DFA R 的 球面 上 的 余弦 定理 : 


b c ee 
= cos 一 cos — + sin 一 sin 


a c 
R R R R R 


c a b . a b 
cos — = cos — cos — + sin 一 Sin —cos C 


R R R R 
(3 球面 上 的 “ 勾 股 ”定理 : 
设 单位 球面 上 球面 人 4BC 的 三 个 内 角 分 别 为 4, LB, 4C, 其 中 一 个 内 角 


LC= 了 ,三 边 BC ,AC,AB 的 长 分 别 为 a,b,c, 则 cos c = cos a cos b. 


证 明 : 由 单位 球面 上 的 余弦 定理 得 cos c = cos a cos b + sin a sin b cos C 


ss — 
; C=7 


T 


2 


<. cos c = cos a cos b + sin a sin b cos — = cos a cos b 


半径 为 RR 的 球面 上 的 “ 勾 股 ”定理 :cos = cos Res P 


习题 5 

L. 从 球 外 一 点 已 向 球面 引 两 条 割 线 ,它们 分 别 与 球面 相交 于 @,R,S,7 四 点， 
则 PQ - PR = PS +: PT. 

2. 设 点 已 是 球面 内 的 一 点 ,过 点 已 作 两 条 直线 ,它们 分 别 与 球面 相交 于 Q, R, 
$,T 四 点 , 则 PQ + PR = PS : PT. 

3. 选择 是 

(1) (2006 年 福建 卷 ) 已 知 正方 体外 接 球 的 体积 是 地 ,那么 正方 体 的 棱 长 等 


于 ( Je 
A242 p.28 


(2) (2007 陕西 文 )RtA4BC 的 三 个 顶点 在 半径 为 13 的 球面 上 ,两 直角 边 的 


长 分 别 为 6 和 8 , 则 球 心 到 平面 4BC 的 距离 是 ( O). 
A.5 B.6 C.10 D. 12 


(3) (2006 年 四 川 卷 ) 已 知 球 0 的 半径 是 1,4,B,C 三 点 都 在 球面 上 ,4,B 两 点 
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和 4,C 两 点 的 球面 距离 都 是 4 ,C,B 两 点 的 球面 距离 是 3 , 则 二 面 角 B-OA-C 的 大 
小 是 ( Je 
T T T 2 

AT Bg G. ni 

(4) (2006 FQ Bë I ) E KE MAAE — 4 PRIB8I EHER 2 4, ER 
为 16, 则 这 个 球 的 表面 积 是 ( Ji: 

A. 167r B. 207r C. 24r D. 327 

(5) (2007 安徽 : 文 ) 把 边 长 为 /2 的 正方 形 ABCD 沿 对 角 线 AC 折 成 直 二 面 角 ， 
HRAMA, ÆA, B,C, D 四 点 所 在 的 球面 上 ,8B Ej D 两 点 之 间 的 球面 距离 
为 ( Ji 

A. 22 B. m Č; z D. z 

(6) EAER O 的 半径 为 1,4,B,C 三 点 都 在 球面 上 , 且 每 两 点 间 的 球面 距离 均 


HF MERD O 到 平面 4BC 的 距离 为 ( “). 


1 V3 2 6 
AT BT F D.S 
4. 填空 题 
(1)(2007 天 津 … 文 ) 一 个 长 方 体 的 各 项 点 均 在 同一 球 的 球面 上 , 且 一 个 顶点 


上 的 三 条 棱 的 长 分 别 为 1,2,3, 则 此 球 的 表面 积 为  . 

(2)(2006 年 北京 卷 ) 已 知 4,B,C 三 点 在 球 心 为 0 ,半径 为 民 的 球面 上 ,4CL 上 
BC, H AB =R, 那 么 4,B 两 点 的 球面 距离 为 : 

(3)(2006 年 浙江 卷 ) 如 图 ,0 是 半径 为 1 的 球 心 ,点 4,B,C 在 球面 上 ,04， 
OB ,0C 两 两 垂直 ,天 ,有 分别 是 大 圆 踊 AB 与 AC 的 中 点 , 则 点 ,在 该 球面 上 的 球 
面 距离 是 


题 5.4(3) 
(4) 已 知 地 球 半 径 为 ,地球 上 A,B 两 点 都 在 北纬 45° 的 纬 线 上 ,4,B 两 点 的 
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球面 距离 是 3 R,4 在 东经 20°, 则 B 点 的 位 置 是 
5. 已 知 一 个 球 心 为 0 的 单位 球面 上 有 4,8,C 三 点 , 且 三 面 角 0-4BC 的 三 个 面 
角 分 别 为 5 ,3 , 才 , 求 球面 A4BC 的 三 边 长 


6. 已 知 单位 球面 上 三 条 大 圆 弧 长 分 别 为 工 , 工 , 工 ,以 这 三 条 大 圆 弧 为 边 是 否 


6”3 "2 
可 以 构成 一 个 球面 三 角形 ? 
7. 设 单位 球面 上 球面 A4BC 的 三 内 角 分 别 为 4,B,C, 它 们 所 对 的 三 边 分 别 为 


cos A= — cos B cos C +sin B sin C cos a 
a,b,c, 求 证 :lcos B = -cos C cos À + sin C sin A cos b. 
cos C = — cos À cos B +sin Á sin B cosc 
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